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Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide; 
Pau  m.   G.-H.  HALPHEN. 


Tous  les  géomètres  connaissent  la  belle  application  qui,  clans  l'Ou- 
vrage de  Sir  William  Thomson  et  Tait,  a  été  faite  du  principe  de  Ha- 
milton  au  problème  du  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide  indéfini, 
et  le  système  de  six  équations  différentielles  donné  par  M.  Kirchhoff 
pour  la  solution  de  ce  problème.  En  supposant  qu'aucune  force  accélé- 
ratrice n'agisse  sur  le  corps  solide  et  sur  le  liquide  où  il  est  plongé, 
M.  Kirchhoff  en  a  déduit  un  cas,  celui  par  exemple  où  le  soHde  est 
homogène  et  de  révolution,  dans  lequel  les  équations  différentielles  con- 
duisent à  des  quadratures  elliptiques,  et  ce  cas  a  reçu  depuis  une  cei-- 
taine  extension,  comme  on  peut  voir  dans  un  Mémoire  de  Clebsch.  Par 
l'emploi  des  fonctions  elliptiques,  il  existe  donc  un  cas  où  ce  beau  pro- 
blème est  susceptible  d'une  solution  complète,  où  tous  les  éléments  du 
mouvement  peuvent  être  exprimés  en  fonction  explicite  du  temps  ('). 


(')  Un  autre  cas,  signalé  par  Clebsch,  donne  lieu  aussi  à  une  solution 


C'est  celte  application  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  eu  vue 
d'exposer  dans  le  présent  Mémoire,  application  bien  propre  à  marquer, 
Ml  la  complication  du  jîroblème,  les  services  que  l'on  doit  attendre  de 
l'emploi,  de  plus  en  plus  propagé,  des  fonctions  elliptiques. 

L'attention  a  été  appelée  récemment  (')  sur  un  admirable  théorème 
trouvé  par  Jacobi  et  d'après  lequel  le  mouvement  d'un  corps  grave  de 
révolution,  suspendu  par  un  point  de  son  axe,  se  décompose  en  deux 
mouvements  à  la  Poinsot.  C'est  dans  les  formules  ellipticjues  repré- 
sentant le  mouvement  du  corps  grave  que  Jacobi  a  su  lire  cette  décom- 
position merveilleuse,  et  certes  il  est  difficile  de  ne  pas  admirer  la 
perspicacité  dont  a  fait  preuve,  dans  cette  occasion,  le  célèbre  géomètre. 

En  étudiant  l'analyse  de  Jacobi,  j'ai  été  conduit  à  lui  trouver  une 
extension  inattendue;  les  formules  qui  représentent  le  mouvement 
d'un  solide  dans  un  liquide  font  apparaître  aussi  une  décomposition 
analogue.  J'exposerai  ici  ce  résultat  après  avoir  donné  les  formules  du 
mouvement.  Mais,  pour  pouvoir  me  suivre  jusque-là,  il  faut  c{ue  le 
lecteur  connaisse  la  représentation  elliptique  des  mouvements  à  la 
Poinsot  et  la  composition  de  ces  mouvements.  De  là  l'obligation  d'expo- 
ser cette  théorie  dans  des  paragraphes  séparés  par  où  je  commencerai 
ce  Mémoire,  avant  d'entamer  le  problème  du  mouvement  d'un  solide 
dans  un  liquide.  Je  réduirai  d'ailleurs  ces  préliminaires  à  leurs  parties 
essentielles  pour  le  but  que  je  poursuis. 


I.    —    Sur   une    représentation     elliptique    des    cosinus  des   neuf 

ANGLES    QUE    FONT    ENTRE    ELLES    LES     ARÊTES    DE     DEUX    TRIÈDRES     TRI- 
RECTANGLES. 

Soit  II  un  argument  elliptique  quelconque.  La  fonction  (pu  —  (\) 
est,  comme  on  sait,  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  le  carré  d'une  fonction 
uniforme  (la  notation  c„  désigne,  rappelons-le,  la  valeur  de  la  fonc- 

plèle  au  moyen  des  fonctions  hyperelliptiques.  Cette  solution  a   été   développée 
par  M.  H.  Weber  dans  les  Malhematische  Annalen,  t.  XIV,  p.  i-Z. 

(  '  )  Par  M.  Darboux  et  par  moi-même  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  C,  p.  io65,  et  t.  CI,  p.  ii;  i885.  {Voir  aussi  Cours  de  Méca- 
nique  de  M.  Despeyrous,  a^-ec  des  .\otes  par  M.  Darboux,  t.  II,  p.  53-.) 
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lion  p  pour  une  demi-période  quelconque  coa,  en  sorte  que  Ca=  p^o^). 

Si  Ton  prend  donc  deux  aro-uments  u  et  c,  la  fonction est  aussi 

un  carre  parfait  P-. 

D'autre  part,   la   fonction    i  —  P-  =  L! L  est  décomposable  en 

deux  facteurs  uniformes,  différents  de  i  ±  P.  Soient  Q,  R  ces  deux 
facteurs;  ils  donnent  lieu  à  régalité  P-  +  QR  =  i ,  et  les  trois  fonctions 
P,  Q,  R  peuvent  servir  à  représenter  trois  quantités  liées  par  une  rela- 
tion quadratique.  Elles  peuvent  donc  servir  à  représenter  les  cosinus 
des  angles  qu'une  droite  fait  avec  trois  axes  rectangulaires. 

Composons  ces  trois  facteurs,  affectons  Q  et  R  de  coefficients  arbi- 
traires C  et  p>  qui  ne  troublent  pas  la  relation  quadratique,  puis,  pour 

la  symétrie,  changeons  t^'  en  (i^  —  w^),  et  nous  aurons  les  expressions 
suivantes  pour  les  trois  cosinus  d'une  droite  a  avec  trois  axes  x,  y,  z. 

(i)  '  cosa.r  -1-  ;  cosay  =  C  -'^ ^    ^      — ^  e^^^. "-"-"»■. 

f  •  1     3'(h  —  (' -r-  iii-A-ioi^      „   ,„    „,. 

cosax  —  i  cosay  —  pr  -^ :: — ^ — - — -  eV''-"-'^.'. 

En  employant  les  fonctions  a*  à  indices  et  la  notation 

1 
(2)  \]^—  ritù^c  ="'", 

on  peut  encore  écrire  ainsi  ces  formules 
cosaj  ^  U; 


r-.,     J,,ll     J~l' 


("-0 


(3)  <  cosaj?  -I-  i  co'iay  =  —  CU^  - 

cosaj?  —  î  cosay  =  p  \L\ 
Prenons  maintenant  des  formules  toutes  semblables  pour  exprimer 
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les  cosinus  des  angles  que  fait  une  seconde  droite  b  avec  les  mêmes 
axes,  en  conservant  les  mêmes  quantités  C,  u,  c,  et  changeant  seule- 
ment l'indice  a.  Ainsi 

[  COS  è  .  =   ^A^yA^-^^  ^.,(...«-0.,, 

1  du  <iv 

/,\  1  I  ■  I  f^d{ll   +   f  Wft)  jO)»       _„,,,,(„, 

(:\)  \  cosox  -+-  i  cosby  =  L — - — ^ ^  c^h'+"  'V 

I    3'(  ;/  —  (•  +  wft)  S'UH  „r,,^^_«-(o.) 


cosbx  —  i cosby  ^= 


C 


Les  deux  droites  a  et  b  sont  rectangulaires . 

Pour  le  prouver,  faisons  usage  de  la  formule  de  décomposition  en 
éléments  simples  relative  à  une  fonction  doublement  périodique  de 
deuxième  espèce  ayant  un  seul  pôle,  mais  double.  Je  ne  renvoie  pas  le 
lecteur,  pour  la  connaissance  de  cette  formule,  soit  à  tel  Mémoire  de 
M.  Hermite,  inventeur  de  ces  décompositions,  soit  à  un  Ouvrage  sur 
les  fonctions  elliptiques.  Pour  retrouver,  sans  aucun  secours,  les  for- 
mules de  ce  genre,  il  suffit  d'en  connaître  le  principe. 

Une  fonction  doublement  périodique  F(w)  de  deuxième  espèce, 
avec  un  seul  infini  mais  double,  a  pour  expression  générale,  u  dési- 
gnant l'argument  variable,  et  un  coefficient  constant  arbitraire  étant 
omis, 

L'élément  simple  correspondant,  à  résidu  unité,  est  le  suivant 

^    ■'  a  (Cil -h  a.,)  du         ' 

(^l  la  décomposition  donne  la  formule 

5^^  F(u)=  -  <l''('/,)  +  (?  -  la,  -  La,)  <!•(  u). 

Soient  d'abord 

«I  =  Wj,,  Gîj  =  Wji,  p  =  "(cOa  +  'Cwa  =  r.a  +  T.a, 


MOUVEMENT    D  UN     SOLIDE    DANS    UN    LIQUIDE.  Q 

PL  désignons  par  Y(ii)  ce  que  devient  ainsi  $(«),  sauf  un  facteur 
constant, 

(-5)  Y(u)=''^''-:'^-^  e'vv. 

Nous  aurons 

Soient,  en  second  lieu, 


rélément  simple  *!•(«)  est  alors 

et  il  ne  diffère  de  ^'(«)  que  par  un  facteur  constant,  car  on  a  edecti- 
venienl 

La  formule  de  décomposition  ci-dessus  donne  donc 

I       =  -  T'(w)  +  ['((*'  -  wp  )—  "((P  -  (o,.  )  +  r,p  -r^g  I  '!'(  «  ). 

Echangeons  les  indices.a  et  |3,  ajoutons  membre  à  membre  la  der- 
nière égalité  et  celle  que  nous  obtenons  par  cet  échange,  puis  rempla- 
çons ^'(ii)  par  son  expression  (6).  Il  vient  ainsi 

-r tV^ :  I  a'(  M  —  ('  +  COp  )  c'(  ?/  +  ('  —  COg  )  é'^'-V 

3^(  w  —  ojg)  tf(c — njp)  L     V  I'        ^ 

+  tf^p  ^(n-c^.)^{u-  cop  )  e'-^.-.'"  =  o. 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  IV.  —  Fasc.    I,   1888.  2 
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D'après  les  égalités  (i,  4).  ceci  revient  à 

(cosbx  —  icosby)(cosax  -+-  icosay) 

H-^cos^^'  +  / cosi/)fcosax-  —  /cosa/)-i-  icosazcosbz  =  o 

ou  bien 

cosèa;cosax-  +  cosèj^'cosa^  -f-  cosajcosft^  =  o. 

Ainsi  est  prouvée  la  perpendicularité  des  deux  droites  a  et  b. 

Comme  il  y  a  trois  demi-périodes  distinctes,  nous  pouvons  prendre 
une  troisième  droite  c  en  définissant  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  x,  y,  z  par  des  formules  toutes  pareilles,  où  seulement 
on  mettra  la  troisième  demi-période  co^.  Celte  droite  c  sera  perpendi- 
culaire aux  droites  a  et  b.  Donc  b;s  cosinus  des  neuf  angles  que  les 
arêtes  d'un  trièdre  trlrectangle  a,  ^,  c  font  avec  les  arêtes  d'un  autre 
Irièdre  trlrectangle  x,  y,  z  peuvent  être  représentés  par  les  for- 
mules suivantes  où  C,  u,  v  sont  arbitraires  et  w^,  wp,  co^  sont  trois 
demi-périodes  distinctes  (c'est-à-dire  dont  les  différences  deux  à  deux 
ne  sont  pas  des  périodes),  savoir  les  formules  (\)  et  celles  qu'on  en 
déduit  en  changeant  a  et  (x  en  b  et  ^  ou  en  c  et  y  (  '  ). 

Chacune  des  six  droites  a,  b,  c  et  x,y,  z  est  ici  alTectée  d'un  sens, 
considéré  comme  positif.  Elles  forment,  si  l'on  veut,  deux  systèmes 
d'axes  rectangulaires.  En  faisant  correspondre  entre  eux  ces  axes  deux 
à  deux,  a  a\ecx,  b  avecj^,  cavec  z,  on  peut  rencontrer  deux  cas  :  ou 
bien  les  deux  systèmes  sont  congruents,  c'est-à-dire  cju'on  peut  trans- 
])orter  l'un  d'eux  de  telle  sorte  que  les  axes  correspondants  coïncident 
en  position  et  en  sens,  ou  bien  ils  sont  incongruents.  La  distinction 
des  deux  cas  se  fait  par  la  quantité 

,  n^  cosa.vcosby  —  cosajcosbx  ^ 

coscs  '' 

qui  est  égale  à  +  i  dans  le  premier  cas,  à  —  i  dans  le  second. 

(')  Les  quaiililcs  C,  u,  t' sont  complexes  ;  dans  chacune  d'elles  cependant  il 
n'y  a  qu'une  seule  arbitraire.  Pour  abréger,  je  ne  place  pas  ici  l'élude  des  condi- 
tions sous  lesquelles  les  formules  (i)  fournissent  des  angles  réels,  étude  qui  con- 
duit à  la  conclusion  que  je  viens  de  dire.  La  nature  des  quantités  C,  u,  c  appa- 
raîtra plus  loin,  d'une  autre  manière. 
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Examinons  quel  est  e  dans  le  mode  de  représentation  ci-dessus.  A 
cet  efTot,  après  avoir,  dans  la  relation  (  7  ),  échangé  a  et  [3,  comme  précé- 
demment, retranchons  les  deux  égalités  membre  à  membre,  au  lieu  de 
les  ajouter.  C'est  alors  le  terme  ¥'(;/)  qui  disparaît  au  second  membre, 
et  le  terme  suivant  qui  se  conserve.  Transformons  d'abord  la  quantité 
entre  crochets  :  c'est  une  fonction  doublement  périodique  de  e;  expri- 
mons-la en  produit  de  facteurs,  ce  qui  est  aisé,  ses  racines  étant  évi- 
dentes. Nous  avons  ainsi 

1(Ç  —  COp)  —  'C(l-  —   C0„)  +  Y]p  —  Yj„ 

3'('0a — <"p)      "^V^iv  —  tOa — wp) 

rfcoa  rfojp       a'(('  —  I0a)3'(('  —  loft) 
_  _  g-27)j,M^  rfCtOg-Hop)     rfr3'(t^  — coa— top)    ^ 

ï(05(    j'ojp  a'(l'—  (Oc)   3'(C—  lOp) 

De  là  résulte,  d'après  (i,  4), 
j'  cosaxcosby  —  cosay cosbx 

(9)  '  duciv  e         p  .     p. 

_  '      ï)  (o.-r,„w    TT2        O'a+P"  a'a+ft" 

Les  trois  demi-périodes  to^,  wp,  m^  étant  distinctes,  la  fonction  o'^+p 
reproduit  0".^ .  De  même  U^_^p  reproduit  ±  U^  ;  le  signe  dépend  du  choix 
de  ces  demi-périodes,  qu'on  peut  altérer  en  y  ajoutant  à  volonté  des 
périodes  entières.  Pour  fixer  les  idées.  Je  supposerai  désoi'mais  la 
somme  des  trois  demi-périodes  nulle.  Alors  U^+p  reproduit  U^.  Le 
second  membre  (9)  reproduit  alors  cosc-,  multiplié  par  le  fadeur 


On  sait  que  l'exposant  de  e,  dans  cette  formule,  est  toujours  un  mul- 
tiple impair  do  —■  Soit  donc 

>1=cWb—  r,ptOa=  (2A-  -h  I  )  — ; 
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le  caractère  de  congruence  des  axes  est  défini  par  l'égalité 

II.  —  Sur  L.v  DÉCOMPOSITION  d'ine  somme  e>"  produit. 

Parmi  les  égalités  qui  ont  lieu  entre  les   neuf   cosinus,   prenons 
celle-ci 

y  (cosaj;  4-  ?  cosa>')  (cosoj:.'  —  i cosay)  ^  2, 

où  le  signe  soinniatoire   indique  qu'on    devra  successivement    rem- 
placer a  par  a,  b  et  c. 

Remplaçons  les  quantités  cosox-  ±  icosaycl  les  similaires  par  leurs 
expressions  (i  ),  et  nous  aurons 


2  a'(u  -+-  V  —  (jj)  a'(  H  —  t'  -^  to)  -^-M  (?-'''''" 


■2a'U/:fU-, 


où  le  signe  sommatoire  indique  que  to  devra  être  successi^  ement  rem- 
placé par  les  trois  demi-périodes  co^,  œp,  co.,,  en  même  ternies  cjue  rj  par 

"la»  ^P>  f]r 

En  mettant  pet  r,  au  lieu  de  v  -i-  u  et  ç  —  11,  on  peut  encore  écrire 

(10)     ^s-^f  —  oj)3'(r,  —  w  )  3-=  we'''*""-''. --'"'  =  —  20"-  '' ^ ''  3-2 11:^', 


cas  particulier  d'une  formule  plus  générale,  que  nous  allons  établir, 
Prenons  la  fonction 


(il)  9(«,P,  w)=- 


(u  —  l'  -7-  w)  3'(  Il  —  «■' 


qui  diffère  seulement  par  les  notations  et  par  un  facteur  constant  de  la 
fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  F(if),  envisagée 
[)lus  haut,  où  l'on  suppose  p  =  o. 
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L'élément  simple  s'écrit  ici 

et  ron  a 

(il  a)        9(>/,  c',tv)  =  — $'(?/)— [^(p  — «')+ (:kv](l>(</). 

Si,  dans  celle  formule,  on  multiplie  les  deux  membres  par  celle 
fonction  de  l'argument  f 

on  pourra  écrire  le  résultat  sous  la  forme 

{XX  h)         /(  t')  ?  (  «,  P,  w)  =  -  /(  ç)  <I>'  (?/)-/'(  r)  $  (  M  ). 

Soit  A  la  somme  (lo)  et  soit  aussi  S  la  somme  obtenue  imi  prenaiil 
successivement  pour  w  les  trois  demi-périodes  et  multipliant  ciiacune 
des  fonctions  o(u,  ç,  w)  par  le  terme  correspondant  de  la  somme  A: 
on  aura 

S=y^^(v-  co)  s-fp,  -  w)  a'-co  e'^"^"--"'^  çfw,  c,  w). 

Dans  celte  somme,  cliaquc  multiplicateur  de  o  a  la  forme  supposer 
ci-dessus  pour  /,  sauf  un  facteur  conslanl.  On  a  donc,  d  après  (  i  i  h), 

s=-A<i>'(«:)-^$(«). 

Si  maintenant  Ton  met,  au  lieu  de  A,  le  second  membre  (lo),  il 
vient 

S  =  23-^  ^o-^' 1^  [$'(«)  + (;^^  +  î:^^)$uo], 

ou  bien,  d'après  (i  i  a), 

S  =  _  2^-  -^  ^-    -—  O  (^«,  P,   -— j. 
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Keiiiettanl  enfin,  pour  S  et  pour  9,  les  formes  de  définition  et  chas- 
sant les  dénominateurs,  j'obtiens  la  formule  cherchée 

dont  l'aspect  est  plus  symétrique  si  Ton  écrit  ;/,  c,  «',  au  lieu  de  w, 
r  —  «,  r,  : 

(.2)  '■' 

=  n 


f/  rt  (•  :£  ir 


le  produit,  au  second  membre,  est  composé  avec  les  quatre  facteurs 
obtenus  par  les  diverses  combinaisons  des  signes  ±. 


III.   —    Composition  des  trièdres   trirectangles. 

Soient  trois  systèmes  d'axes  rectangulaires  c/,  />,  c;  Xp,  J'o?  ^0  :  ^n 
r, ,  j, .  On  donne  les  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  a,  6,  c  avec  iP„, 
>■„,  r„  et  avec  a?,,  /n  ^n  ^^  l'ori  demande  les  cosinus  des  angles  que 
font  entre  eux  les  axes  x^^y^.  z^  etx,,jKn  ^c  C'est  ce  problème  que, 
pour  abréger,  j'appelle  jD/-o6/è/?ze  de  la  composition  des  trièdres  trirec- 
taiigles,  problème  résolu  par  des  formules  élémentaires  de  Géométrie 
analytique,  mais  qu'il  s'agit  de  résoudre  explicitement  au  moyen  de  la 
représentation  elliptique  précédente.  On  suppose  les  cosinus  exprimés 
par  les  formules  ci-dessus  au  moyen  des  mêmes  fonctions  elliptiques 
dans  les  deux  cas,  mais  avec  des  quantités  Co,  Uai  ''0  pour  les  axes  a\, 
}'„,  3„,  et  des  quantités  différentes  C,,  m,,  p,  pour  les  axes  -c,,  y,,  z^. 

Pour  résoudre  le  problème,  je  chercherai  les  expressions  elliptiques 
des  quantités  suivantes  : 

(l'i)  cos  Su.r, -h /cossoj'i'  cos:r,x„ -1- /cosz,/,,,  cos; 


(l'i)  cos  Su.r, -h /cossoj'i'  cos:r,x„ -1- /cosz,/,,, 
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Les  conjuguées  des  deux  premières  se  déduisent  par  deux  relations 
évidentes,  savoir  : 

I   (cosz„.i:,  -+-  icosz„y,)(cosz„.]c,  —  i cos z„y,) 
04)        ',        =(cos:;,x-„+ «cos;:,/„)(cos;ji  j-„  — /cos:;,/„) 
f        =  I  — cos-:;,^„, 

et  les  autres  cosinus  s'obtiennent,  sans  aucune  ambiguïté,  quand  on 
sait  si  les  deux  systèmes  d'axes  sont  congruents  ou  incongruents.  Pour 
ce  but,  on  a,  en  effet,  l'équation  suivante,  qui  se  conclut  des  relations 
analogues  à  la  relation  (8),  et  qui  équivaut  à  quatre  équations  dis- 
tinctes, quand  on  donne  à  i  et  à  j  séparément  les  valeurs 

/  =  dzv-i,       y=±v/-i, 

cosj:"oJ;,  +  icosXoy,  -h  J  cosyoX,  ■+-  ij  cosy^y, 

(cos3(,x, -i-«cos5(,>',  )(cos5,^„+ycos-,yo) 

tij  —  cosz^z^ 

]>a  quantité  i  est  ±  r,  suivant  que  les  axes  Xg^y^,  z^  et  x,,y,,  z, 
sont  congruents  ou  non.  Mais  ici  ces  deux  systèmes  d'axes  présentcnl 
un  même  caractère  de  congruence  ou  d'incongruence  par  rapport  à  a, 
b,  c;  ils  sont  donc  congruents  entre  eux,  et  i  devra  être  pris  égal 
à  -4-  I. 

On  voit  donc  que  les  trois  quantités  (i3)  déterminent  sans  ambi- 
guïté les  positions  respectives  des  deux  systèmes  d'axes,  moyennant 
la  connaissance  du  caractère  figuré  par  le  signe  de  £,  lequel  est  ici  h; 
signe  plus. 

D'après  une  formule  élémentaire  de  Géométrie  analytique,  on  a 

cos^u^i  ±  icosz„y,  =  ^cosaZg(cosax,±icoiiay,  ). 

D'après  les  foi'inules  (i ),  nous  aurons,  en  prenant  le  signe  plus, 
cos^jX",  +  icosz„y, 


l6  HALPHEN. 

l'ar  conséquenl,  d'après  la  formule  de  sommation  (12), 


Ci5)    cos;;o.r,  +  /cosr„j,  =  ^       "^    '  TTo'' 

Semhlablement,  en  prenant  le  signe  moins, 

De  même,  cos;,a-o±  ico?,z^y\  s'expriment  par  des  formules  toutes 
semblables  :  il  suffît  d'échanger  les  indices  o  et  i.  On  remarquera  que 
Ton  retrouve,  par  cet  échange,  les  huit  mêmes  facteurs,  mais  groupés 
différemment,  ce  qui  constitue,  d'après  la  double  égalité  (i4),  une 
seule  et  même  expression  pour  i  —  cos" :;„:;,  ^=  sin-^^r,,  savoir  : 

^j,^2-    _    _  4  TT    .«„ri:w,±r„±r. 


(^«o^*'o=^"i^fi)- 


n 


Pour  parvenir  à  Texpression  de  cos^o^,,  transformons  d'abord  cette 
dernière  formule  au  moyen  de  la  relation  fondamentale 

/s  3'(m  -f-  (•)  -iiu  —  (') 

(17)  -^^ ■:^.^hè ^  =  pf  — p;/. 

Posant 
nous  pouvons  (>crire 

-♦  (c<-a')=(3-?')^ 

(«-=''r(p-?')^ 

Kn  tenant  compte  de  l'identité 

•    (^-  -  ='' )(?  -  ?')  =  (a  -  h{^'  -  ?')  -  (a  -  ?';(  a-  3), 


MOUVEMENT    D  UN    SOLIDE    DANS    UN    LIQUIDE.  I7 

on  voit  que  le  numcraleur  de  cos*::^  r,  est  le  carré  de 

(a -^)('a'-?')  +  (^ -?')('-■'-?)• 

En  extrayant  la  racine  carrée,  il  reste  seulement  à  fixer  le  signe,  t|ui 
est  entièrement  déterminé,  puisque  l'on  pourrait  obtenir  aussi  ce  même 
cosinus  par  la  formule 

cosTo^i  =  y^  coso^o  cosar,. 

Le  signe  se  détermine  immédiatement  si  Ton  observe  que  les  deux 
axes  z^  et  z,  coïncident  quand  on  a  u„=ii,,  i\^=v,.  En  ce  cas,  a' 
et  ^'  sont  infinis,  et  cos:;„  j,  doit  se  réduire  à  +  i.  On  a'  donc 

{IS)  COS..„,.,—  (^_a')(3-,3') 

Par  ces  formules  (i5),  (i6),  (iH),  le  problème  de  la  composition 
des  trièdres  trirectangles  est  résolu. 

Voici  quelques  formules  intéressantes  ou  utiles  (jui  si^  rattachent  aux 
précédentes.  A  cause  de  l'identité 

(a-^)(a'-p')  _  (a-p')(a'-^) 
(a_a')(I3-?')  («-a')(P-?')  ' 


C19) 


)     ■  +  C0S.„.._-2^^_^,^^^_^,^, 

(  »-cos.o..^+o_;^_i;h^_^,;. 


Par  le  moyen  de  la  relation  fondamentale  (17),  on  transforme  ces 
expressions  en  produits  de  fonctions  a',  par  exemple, 

^+cosz,z,=-^     ^\     ,     -|-r'^.o±.,±»,±.,^ 
le  produit  TT   comprenant  seulement  les  quatre  facteurs  où  le  nombre 
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(les  signes  moins  est  impair.  L'expression  de  i  —  cos^o:;,  comprend, 
au  contraire,  les  quatre  facteurs  où  le  nombre  des  signes  moins  est 
[)air. 

\oici  encore,  pour  cosr„j,,  une  autre  forme  qui  se  rencontrera  dans 
l'application  que  nous  avons  en  vue. 

Pour  un  instant,  posons 

d'où  résulte 

^-°)        (,(_a')(p-p')         ^{a  +  a'):l{a  —  a'):l{b-^b')-i{b—b')' 
l'envisageons  à  part  les  facteurs 

■i{a'  +  b)  3'(a'—  b) 
3'(r/+  a)  3'(rt  —  a') 

connue  composant  une  fonction  de  «',  qui  est  doublement  périodique 
et  que  nous  décomposons  en  éléments  simples.  Nous  avons  ainsi 

g(fl'+6)3'(a'  — 6) 
■j{a  ■+■  a')  3'(rt  —  a') 

^  ^Ja~b)-^{a  +  b)  ^^^^^  _^  a')-^'C{a-a)  -  'C(a-hh)  -  r(«  -  0)\. 

Échangeons  a'  et  b',  puis  divisons  les  deux  égalités  membre  à 
membre;  nous  obtenons 

(i{a-i-  b')  i(a  —  b')  i{a'+  b)  :i{a' —  h) 

(i{a-ha')  i{a  —  a'):i(b  -h  b'}3(b  —  b') 

__  ri{a-i-a')  +  ^a  —  a')  —  Z{a-hb)  —  K{a~b) 
~        ^a  +  b')  +  !;{a—b')  —  Z(a  +  b)  —  t,(a-b)' 

D'après  l'égalité  (20)  et  l'expression  (19)  de  i  +  cosr„;|,  nous  ob- 
tenons, en  mettant  pour  a,  a',  b,  b'  leurs  valeurs  -^ — !,    °~    '^ 

„            .         V  >-"')+  "1—  ''«±''1 
■2Kieo-h9.tu,-2^  l  ^ 

(21)      COSSqZ,  =  ^„^_^„^±(,,^_,.,)         y  ^u,+  u,±  {,;+,',)' 
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Celle  expression  est  dissymélrique  relativement  aux  arguments  a 
et  p,  tandis  que  les  précédentes  étaient,  au  contraire,  symétriques.  Elle 
est  ici  sous  la  forme  que  nous  rencontrerons  nalui'ellemcnt  dans  notre 
application,  où  les  arguments  u  et  p  joueront  des  rôles  très  différents. 


IV.  —   Mouvements  a  la  Poinsot. 
Si  Ton  écril  l'expression  de  cosc^  sous  la  forme  suivante 

3  H  3^1' 

on  voit  que  la  fonclion  (5)  ^i'(")  diffère  de  ce  cosinus  par  un  fadeur 
indépendant  de  ;/.  De  même  aussi  les  facteurs  du  premier  membre, 
dans  la  relation  ((j),  diffèrent  de  cosa^  et  de  cosbz  par  des  facteurs 
indépendants  de  u.  En  considérant  ces  trois  cosinus  comme  des  fonc- 
tions de  u,  on  trouve  donc  qu'ils  satisfont  à  trois  équations  différen- 
tielles déduites  de  la  relation  (G)  par  permutation  des  indices.  Ainsi, 
cette  relation  (6)  donne  immédiatement 

— ^   "    .J"^ :  e-"«+'^^?'"+i»%+i?"|i  cosa.;  cosbz 

3iOa  aïop  5(c  —  (o^)  a(('  —  lop) 

3'''  ^,„^,.,,dcoscs 


^(r  -H  Wy)      '  du 

ce  qui  se  réduit  simplement  à 

/_       ^  I  dcOSCS    jC  3'(('  —  CO^—  0)^)  3'(t0a-i- (Op)  g"  ■'i?'^c.-l«".3 

^~''-'      cosa:  cosbz      du  a'(('  —  io^)<i(-v  —  lop)  s'il)-;  ïcop 

Comme  on  a  d'ailleurs 

rf((Oa-|-o>p)   _  _  ^2^^^^ 
^(tOa— top)  ' 

on  voit  que  le  second  membre  (22)  peut  s'écrire 

O'C  ^(c  —  (Oa —  tofi)  3'(Wa —  tos) 


■•«.-? 


(i{v  —  tOa)  <i{V  —  top)  O'tOa  tftop 


(l'csl,  au  premier  facteur  près,  une  fonclion  doublement  périodique 
(le  V,  dont  les  pôles  sont  en  évidence,  avec  les  résidus  ±  i,  avec  des 
racines  mises  également  en  évidence,  et  dont  la  décomposition  en  élé- 
ments simples  est  immédiate.  Quant  à  rexponentielle,  on  a  vu  plus  haut 
qu'elle  est  égale  à  ii,  t  étant  le  caractère  de  congrucnce  des  axes.  Ainsi 
le  second  membre  (22)  peut  s'écrire  ainsi 

/£[■((('  —  C0„)   —  'Ç{V  —  Wp)  -H  "(Wa—  'Cwp]. 

Par  le  théorème  d'addition  des  fonctions  '(,  on  a 


•((r-co^-'Cr 


,1'  '■'        _  1      P  <' 


3  ,pi'  — j)Wa         a  j:)C- 


En  employant  pareille  formule  avec  l'indice  [3  au  lieu  de  a,  on  peut 
écrire  le  second  membre  (22)  sous  la  forme 


P  '' 


\PC  —  Cï  JM'  — 

'si' 


Soient  désignées  par  P,  Q,  R  les  trois  quantités  telles  que 

on  a,  comme  on  voit,  les  trois  équations  différentielles 
/  dcoscz 


i(P''  — e«) 


du 


(P  —  Q)  cosa:;cos^; 


(23)  '  '-^^  =  (Q- R)cos^'^cosc;r, 


du 

d  cos  h  : 
du 


=  (R  —  P)cosc^cosa:, 


satisfaites  par  les  trois  fonctions  envisagées.  Pour  ces  équations,  on  a 
immédiatement  deux  intégrales  :  l'une  est  la  somme  des  carrés  des 
trois  cosinus,  l'autre  la  somme  des  produits  Pcos^aj;.  On  retrouve 
aisément  ces  deux  intégrales  au  moyen  des  expressions  des  carrés  des 
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cosinus,  si  on  les  écrit  ainsi 

En  effet,  -1  cos-a  j  est  le  coefficient  de  y  dans  le  développement  de  la 

fonction 

(P"  — £)(p''  — ^) 

(?  — eï)(ç  — ep)(^  — fiy)' 
eflectué  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^;  et,  de  même, 
iPcos^a^ 

est  aussi  le  coefficient  de  y  dans  le  développement  analogue  de  la  fonc- 
tion 

E.p'c  pu  —  Ç 


2?    (c,  —  erj,)  Cz  —  e^)  (k  —  ey) 

Le  premier  de  ces  coefficients  est  l'unité,  Tautre  est  zéro.  Ainsi, 
l'on  a 

cos-a-  ■+-  cos^bz  -+-  cos- cz  =  i, 

(24)  P  cos-a:: -l-Qcos-^i; -f- R  cos^c;  =  0. 

Généralisant  un  peu  la  conception  du  mouvement  donné  par  Poinsot 
comme  image  de  celui  d'un  corps  solide  qui  n'est  soumis  à  aucune 
force,  on  a  été  conduit  à  envisager  le  mouvement  dans  lequel  une  sur- 
face du  second  degré,  fixée  en  son  centre,  roule  sans  glisser  sur  un  de 
ses  plans  tangents,  avec  une  vitesse  de  rotation  proportionnelle,  à 
chaque  instant,  à  la  longueur  du  rayon  vecteur  qui  va  du  centre  au 
point  de  contact. 

Pour  le  but  que  je  poursuis,  il  est  plus  commode  de  considérer  la 
surface  comme  fixe  et  le  plan  tangent  comme  mobile.  J'appelle  donc 
mouvement  à  la  Poinsot  celui  d'un  plan  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
surface  du  second  degré,  en  restant  à  une  distance  constante  du  centre 
de  celte  surface,  avec  une  vitesse  de  rotation  définie,  comme  je  viens 
de  le  dire. 
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Les  axes  a,  b,  c  de  la  sui'facc  soiil  alors  supposés  fixes,  et  l'on  envi- 
sage trois  axes  rectangulaires  mobiles  a;,  y,  z,  liés  au  plan,  ayant  leur 
origine  au  centre,  et  dont  le  dernier  z  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Je  vais  emprunter  aux  éléments  de  la  Cinématique  la  proposition 
suivante  : 

Par  l'apport  aux  axes  rectangulaires  fixes  «,  b,  e,  soient  p,  y,  r 
les  composantes  d'une  rotation  instantanée  autour  d'une  droite 
passant  à  l'origine.  Soient  o,  b,  c  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
figure  mobile,  et  t  le  temps.  On  a 

.    ^.  diX  ,  t/l)  de  , 

(2>)        ^^=qc-rb,        _  =  ,.., -PC        _=^b-ryn. 

Les  sens  de  rotation  sontsupposés,  dans  ces  é(pialions,  positifs  quand, 
autour  de  l'axe  c,  la  rotation  positive  de  90°  fait  appliquer  le  côté  positif 
de  a  sur  le  côté  positif  de  b,  etc.  ;  ce  sont  les  conventions  usuelles. 

Dans  un  mouvement  à  la  Poinsot,  soient  a',  b',  c'  les  coordonnées  du 
point  où  le  plan  roulant  touche  la  surface;  soient  a^,  b^,  c*  les  carrés 
des  axes  (positifs  ou  négatifs).  La  normale  z  au  plan  roulant  fait,  avec 
les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

/la'  j  lib'  lie' 

CO'S,  aZ  ^  —T- ■>  COS,  b  Z  =  -rir  ^  C0Sf;=:^j 

a^  b^  C^ 

astreints  à  la  condition,  qui  exprime  le  contact, 

(  2G)  a-  cos'- az  -\-  b'^  cos'  bz  -{-  c-  cos- cz  =  b^. 

La  rotation  instantanée  a,  par  définition,  sescomposantes  j9,  ^,rpro- 
portionnelles  à  a',  b',  c';  soit  -  le  coefficient  de  proportion.  Envisa- 
geons le  j)oinl  dont  les  coordonnées  sont  les  trois  cosinus;  on  aura, 
d'après  les  formules  (2,5)  de  rotation, 

,  ,  d  COi  flZ  j  1/72  •>\  7 

(27)      — 7~ —  =  q  cosc^  —  r  cos  oz  ^  —ri^b^  —  c")  cosy^s  coscz, 
avec  les  deux  analogues  obtenues  par  permutation  circulaire  de  a,  6,  c. 
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Que  l'on  suppose  les  différences  P  —  Q,  Q  —  R,  Il  —  P  })f(jpoi- 
lionnelles  aux  différences  a^  —  Zr,  h-  —  c^,  c-  —  a^,  el  du  proporlionnel 
à  dt\,  alors,  les  équations  telles  que  ces  dernières  (27)  coïncident  avec 
les  équations  (23).  En  outre,  la  comparaison  de  la  relation  (24)  avec 
colle-ci,  déduite  de  (2G), 

(28)     (a-  -  /^  =  )  cos^ar  4-  {h''  -  h-)  cos^z  +  (c^*  -  A*)  cos*c-  =  o. 

conduit  à  poser,  en  désignant  par  [j.  un  coefficient  arbitraire  d'homo- 
généité, 


(29) 


a-  —  /r  =  u.  A  P  = i-^  — '' , 

I  ■  '^  21     pv  —Ca. 

no)  '   h-  -  fr  ^  ahO  =  -  '^  -J^^ , 

I  '        --  ■iipi'  —  e^ 

,  'il        pi'    fy 

Ainsi,  en  supposant  l'argument  «variable  et  proportionnel  au  temps, 
l'argument  i>  constant,  les  formules  (i)  nous  donnent  la  représentation 
d'un  mouvement  à  la  Poinsol.  Il  reste  à  trouver  la  quantité  C,  qui  est, 
dans  les  formules  (i),  tout  à  fait  arbitraire,  et  qui,  dans  le  mouvement 
à  la  Poinsot,  doit  être  entièrement  déterminée.  Nous  l'obtiendrons  en 
envisageant  le  mouvement  des  axes  x  et  y,  réglé,  comme  celui  de 
l'axe  :,  par  des  équations  telles  que 

idcosax  , 

— -7-^  =  q  coscx  —  /-cosy.*'. 

a cos  a  y  , 


Posons,  pour  abréger, 


A.  =  cos  a  je  ■+- 1  cos  ay, 
.1^=  cosaa;  —  icosay, 
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et  de  même  ui,  Di,,,  S,  Go  désigneront  les  quantités  analogues,  b  et  c 
remplaçant  a.  Nous  déduisons  de  (3i) 

^^•»  S'  -  '^  ^°  =  ^^■^'»®  ~  '^'®«^  ~  ""^^-^  o'"^  ~  '^  ''^'')- 

Mais  on  a  (8) 

A9S  —  £o-^'=—  -litcosbz, 

Aoll'j  —  lli-o-V  =+  2/'£COSC-, 

/>'         6^         ,  c'         c^ 

il  reste  donc,  d'après  (26), 

rM.  _       ^ 
»  rf<  dt    ~        nli 

liih  (  a^ 

Divisant  aux  deux  membres  par  ,>,l,Jl,p=  1  —  cos-az  et  introduisant 
du  au  lieu  de  f//,  suivant  la  relation  (29),  nous  aurons 

«'-       „ 
, ,  ,,  .   ,    I  —  ,—  cos-az 


-l   du         -lo   du  \x         I  —  cos-a; 


'.iiJtf  a- — /i^      cos-a: 


En  remplaçant  a^  —  h-  par  son  expression  (3o)  et  cos-a;  par 


P"  —  t'a 


(':52)  cos^ar—     , 

on  obtient 

n' — /;^      cos-a; 


P  II  —  gg 


/(-        I  —  cos-  a  z         1  ili  ji  c  —  Sjt  p  u  —  p  (  r  —  lo,; ) 
La  décomposition  en  éléments  simples,  par  rapport  à  w,  donne 

pu  —  ejt  p(c  —  (O3,)  —  Cniv/  •.  v/ 

+  ■((•4-  'C(f—  2WjjJ. 
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Mais  on  a  d"abord 

'CCl    —  2'jJa)=  '^^'  —  '-^"la 

■1.  |iar  le  ihéorème  d'addilion  des  demi-périodes, 
p  (  >^  —  cog  )  —  ea  _  _  ,p  c  —  gg 
Il  reste  donc 

a- — /(-       cos-as 


h^       1  —  cos^  «  ï; 

=  -  -~['C(,u~  i'-hoi^)-  -(a  4-1—  co^;-f-2rf-  ar,»]. 

I    rf-i,         I    d-\o 
-X,   du         .V„    </« 

=  —  i^  -|-I(«-f-t'—  OJa)  — "^U/  —  r+OJg)— 2wi-4- 2rj^. 

Comme  ,1.  et  -Vo  ne  sont  autres  que  cosaj?  ±  icosa/,  le  premier 
membre  de  cette  dernière  égalité  nous  est  fourni  aussi,  d'après  (i), 
sous  la  forme 

-l.   aa  -lo    du  L  du  ^ 

La  comparaison  des  deux  égalités  nous  donin' 
I   dC  it/i        ., 


C  du 


^^■ 


Par  conséquent,  G  est  une  exponentielle  du  premier  degré  en  ;/,  où 
le  seul  coefficient  de  u  est  bien  déterminé, 

C=ke  ^^  ; 

/i  est  une  constante  arbitraire,  dont  le  choix  est  subordonné  à  celui  des 
axes  rectangulaires  .r,v',  parallèles  au  plan  roulant,  et  qu'on  peut 
prendre  arbitrairement  dans  une  des  positions  de  la  figure. 

En  conclusion,  les  formules  (i)  oui  on  suppose  v  constant,  u  variant 
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proporliûiiiicllciiiciit  au  temps,  cl  C  une  c.xpoiieiitiellc  du  prciuicr 
deoré  en  u,  C  =  Ae^",  représeiUenl  un  niouvcmeiU  à  la  Poinsol.  La 
(lislancc  //  du  ])lan  roidant  aucculro  csl  donnée  par  la  l'onnulr 

A=-^(AH-(:r), 

et  les  cat-rés  des  axes  par  les  formules  (3o);  a  est  une  constante  arbi- 
traire d'homogénéité,  le  signe  de  la  quantité  t  =z±  i  indique  si  les  deux 
systèmes  d'axes  x,  y,  z  et  a,  6,  c  sont  congrnents  ou  non  congruents. 
Pour  mieux  faire  apparaître  l'homogénéité,  il  faut  considérer  comme 

donné  ^,  au  lieu  de  ul,  et  écrire  alors 

l  n  iz  n  ^  ■    ^'  (Il  II 

n'^  -2  II-  ^  ■   y  V  —  Cr, 

\         n-  1  n-  -    ■   ,l.r-  r.^ 

Il  convient  maintenant  de  discuter  cette  représentation  des  mouve- 
ments à  la  Poinsol,  pour  s'assurer  de  sa  généralité. 

En  premier  lieu,  comment  doit  être  choisi  rargument  constant  C?  Il 
est  clair  que  les  trois  racines  e^  sont  réelles,  en  d'autres  termes,  que 
les  fonctions  elliptiques  sont  à  discriminant  positif.  En  outre,  l'arbi- 
traire \^  est  choisie  réelle  par  convention.  Il  en  résulte  d'abord  (33) 
(lue  X  +  (r  doit  être  purement  imaginaire  et,  par  conséquent,  p'r  est 
purement  imaginaire  et  jî  p  réel.  Ceci  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  : 
prpeutètie  compris  entre  e,  et  e,  ou  inférieur  à  e^.  Mais  ce  dernier 
cas  est  inqiossiblc  ;  car  alors  les  trois  quantités  a-  —  Ir,  b'-  —  Ir,  r-  —  /r 
auraient  un  même  signe  (33)  et,  d'api  es  (28),  les  trois  cosinus  de  az, 
h:.,  cz  ne  seraient  pas  réels.  Ainsi  pv  est  entre  ^2  et  e,,  c'est-à-dire 
que  i',  diminué  d'un  multiph  impair  de  la  demi-période  i-éeUe,  est 
purement  imaginaire. 

Avant  d'examiner   l'argument  variable   //,   considérons  le  pioduit 
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V  =  U'aUpU^,  qui  va  intervenir.  D'après  la  définition  (2)  de  La,  celle 
([uantité  se  reproduit  multipliée  par  ±  i  ou  ±  i  quand  on  modifie  la 
demi-période  co^  par  l'addition  d'une  période  2(0.  EfTectivcmenl  ce 
changeraenl  a  ])Our  efi'et  de  la  multiplier  par 


Supposons  2(0  =  2 /oj^ -I-  21,'ojp,  /  et  g  étant  des  nombres  entiers. 
Alors  le  facteur  par  lequel  se  multiplie  U^  est  ( — 1  )".  Si,  en  môme 
temps,  cop  n'est  pas  altéré,  oj^  doit  cire  modifié  pour  que  la  sonnne  des 
trois  demi-périodes  reste  nulle,  et  L^  se  reproduit,  de  même,  mullij)li<'' 
par  (—  iy^°.  Le  produit  V  est  donc  multiplié  par  (—  i^.  Il  est  à 
remarquer  tjue  la  quantité  •/ja^p  —  v]pWa  se  reproduit  aussi  multipliée  par 
( — ly.  On  aurait  un  résultai  analogue  si  l'on  altérait  Wp  sans  chan- 
ger coa,  et  encore  si  Ion  altérait  à  la  fois  ces  deux  demi-périodes.  Il  esl 
donc  prouvé  c[ue  les  altérations  des  demi-périodes  ont  pour  effet  de 
multiplier  V  et  £  par  un  même  facteur  ±  i. 

On  peut  aussi  changer  entre  elles  les  demi-périodes;  l'échange  de 
deux  d'entre  elles  change  le  signe  de  £,  sans  altérer  V,  mais  change 
aussi  le  signe  du  produit  des  différences  ( e^ —  e^)(e^—  c^){c^—  0^). 
Ce  dernier  n'est  pas  altéré  cjuand  on  altère  les  demi-périodes  elles- 
mêmes.  Il  en  résulte  donc  que  tous  les  changements  des  demi-périodes 
laissent  inaltéré  le  produit  £V(e„— ep)(e[j — e^)  (e^—  c^).  On  sait 
(]ue  ce  produit  est  égal  à  —  i  quand  on  prend  pour  co^la  demi-période 
réelle  et  pour  copia  demi-période  purement  imaginaire.  On  a  donc  dans 
tous  les  cas 

(34)  U;U?Uç: 


(Ca—  ep)  (ep—  ej)  (Cy—  e-^) 


Examinons  maintenant  l'argument  u.  Par  l'expression  (32)  de 
cos-  az,  nous  voyons  que  p  u  est  réel.  Multipliant  entre  elles  les  expres- 
sions des  trois  cosinus  de  az,  bz,  cz,  et  observant  l'égalité  (34),  nous 
trouvons 

(3.5)     (<?„  —  ep)(cp—  Cy)(e^  —  Ca)  cosaz  cosbz  cosc  z  —  —  j  pu  î'-^, 
et  nous  en  concluons  que  p' u  csl  réel.  Par  conséquent,  pu  csl  supé- 
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rieur  à  c,,  ou  compris  entre  ^3  et  c.^.  Mais,  dans  le  premier  cas,  les  trois 
quantités  pu  —  c^  seraient  positives,  tandis  ciue  p(t'  — co,)  — e,  est 
une  quantité  négative.  Donc  un  des  cosinus  de  az,  bz,  cz  serait  imagi- 
naire (32).  Donc  enfin  pu  est  entre  e^  et  e.,;  l'argument  u,  diminué 
iJ'iin  iiiultipir  impair  de  la  demi-périodi'  puiemenl  imaginaire,  est 
réel. 

Cela  étant,  on  vérifiera  sans  peine  que  les  cosinus  sont  bien  tous  réels 
et,  en  valeur  absolue,  inféi'ieurs  à  Tunité;  les  formules  représentent 
bien  un  mouvement  à  la  Poinsot. 

En  ce  qui  concerne  la  généralité  des  formules,  on  doit  établir  inver- 
sement qu'on  ])eul  déterminer  les  fonctions  elliptiques  et  les  arguments 
quand  on  donne  les  éléments  géométri(jues  du  mouvement,  c'est-à-dire 
la  surface  du  second  degré,  la  dislance  A,  la  constante  n. 

Tout  d'abord,  en  multipliant  deux  à  deux  les  relations  (33)  membre 
à  membre,  nous  avons  trois  égalités,  telles  que  celle-ci  : 


Comme  on  a 

(3G)  ,p"'-=  i(P'"  —  ^i )(',)>''-  ''.)Cp'' -^':,), 

il  s'ensuit 


Il  t<"naiit  coinpti 


in-—  II'-)  (  h-—  h-) 

P'','= ^7^ ; 

doù,  en  tenant  compta  de  ce  (pie  la  soninu'  <'y,-h  Cp  +  '\  est  nuili'. 

'(b'-~h-')(c'-^/i'-)         (c'-—/i--)  (a-— h-] 
,    .-.  ,  ,  n'^h'^  n'-li- 

(38) 

i  _  _^  (g-— /<-)(/^-— A-)  1 

(  ~^        lin^^        r 

et  de  mèmi>  pour  c^.  ci^  par  pernuitatioii  di's  Idlres.  Voici  doue  il('li'i- 
niinées  les  fondions  ellipliqucs  à  nmiilover,  l'arbitraire  -  /'tant  clioisie 
à  volonté. 
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Miiltij)lianl,  membre  à  membre,  les  trois  égalités  (33),  on  coiirhil 
encore,  à  canse  de  la. relation  (36), 

Par  la  relation  (3^)  est  déterminé  jîc,  par  celte  dernière  --^  ;  Tarj^n- 

menl  r  est  déterminé  entièrement,  à  des  multiples  près  des  périodes. 
D'après  Tc-galité  (3^),  on  a 

[nj  (^«-''P)- „r/^^ ' 

el,  [)ar  conséquent,  suivant  (3*)), 


(l<>) 


n'  II'  2  \  rt 

Examinons   mainicnant  comnKMil  Targumenl  variable  u  est  déler- 
ininé  par  les  éléments  géométritjucs  variables  du  mouvement. 
D'après  (4<j))  Tégalité  (35)  donne  celle-ci 

/,    X      [a-— b-)  {b-— c-)[c-— a-)  ,  i   /  iaX-'      , 

(40     ïyi cosa; coswq cosc;  ^  -  (  -  1  pii\ 

d'autre  part,  rexpression  (32)  de  cos-f/;  fournil  mainlenanl  poiu'  pu 
la  formule 

(12)  {^Lj    (r^^pu)=  ^^^ cos-a;. 

Ainsi  que  rargunicnt  constant  v,  l'argument  vai'iable  ii  esl  détei- 
miné  entièrement,  sauf  des  multiples  des  périodes. 

Il  y  a  cependant  encore  une  observation  à  faire  au  sujet  de  la  déti'i- 
mination  des  arguments  u  el  c.  On  voit  aisément  qu'en  les  déterminani 


7J    (Co:-('^)(c^i-r^)(r^-  r^) 

__  _  (a-  —  h-)  [b"- ~  h'-)  (c-  —  h'-)  (a''  —  b-)  ( b-^  —  c')  je'-  ^  a') 
/i  '  /(^  n'  h' 

_        (a'--- b^)(b''—c^)(c'-a-')  t  OaX'p'c 
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comme  II  vient  d'clre  dit,  on  assure  la  concordance  des  trois  cosinus  de 
az,  [>:■,  cz  avec  les  expressions  elliptiques,  au  signe  près  seulement.  11 
convient  donc  de  revenir  encore  sur  ce  sujet  pour  assurer  la  concor- 
dance complète. 

D'après  la  formule  (4 1),  il  suffit  d'assurer  cette  concordance  pour 
deux  de  ces  cosinus;  elle  aura  lieu,  en  même  temps  pour  le  troisième. 

Supposons  deux  périodes  quelconques  2ài,  2co';  changeons  u  et  c  en 
,/  _l_  2(ù,  ( '  +  2w'.  Par  ce  changement,  cosa^  et  cosbz  se  reproduisent 
respectivement  multipliés  par 

,>'ir,Jà,+a>')-2w„C-ï,+r-;)        et        e-^^l?(fi'+"')--'»?(^i+-V). 

Soient,  à  des  périodes  près  (/  et  g  étant  des  nombres  entiers), 

Ix's  deux  facteurs  par  lesquels  se  multiplient  cosar  et  cosZ^j  peuvent 
se  représenter  par  (—  t)"  et  (—  ly.  On  peut  donc  disposer  de  la  pa- 
rité des  entiers  /et  g  de  manière  à  donner  des  signes  ad  libitum  aux 
expressions  des  deux  cosinus.  Donc,  en  résumé,  Vaccord  complet  des 
formules  avec  un  mou^^ement  à  la  Poinsot  entièrement  défini  exige 
que  la  somme  des  arguments  u  et  v  soit  déterminée  à  une  double 
période  près. 

Ce  dernier  fait  s'explique  fort  naturellement  par  une  circonstance  du 
mouvement.  Pour  l'axe  z,  ce  mouvement  est  périodique  ;  sa  période, 
relativement  à  l'argument  m,  n'est  pas  la  période  réelle  2to,  mais  le 

double  4^0.  La  période  de  temps  est  4w  -• 

Pour  la  parfaite  intelligence  de  l'application  que  j'ai  en  vue,  il  im- 
porte de  bien  préciser,  en  résumant,  la  détermination  des  cléments 
ellijjtiques  au  moyen  des  données  géoniétricjues  ou  des  données  numé- 
riques qui  en  tiennent  lieu. 

Je  suppose  donnés  : 

i"  Deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  (de  même  origine)  a,  b,  c 
cl -c,  }■,:•; 

2"  Trois  nombres  (-)'   (^)'("')'  positifs  ou  négatifs. 
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Je  considère  un  ellipsoïde  ou  hyperboloïde  dont  les  axes  de  symétrie 
coïncident  avec  les  axes  de  coordonnées  a,  b,  c,  et  aient  leurs  carrés 
proportionnels  aux  trois  nombres  donnés.  Soient  a-,  b',  c*  ces  trois 
carrés  obtenus  en  multijiliant  les  trois  nombres  par  un  nombre  positif 
arbitraire  «-. 

J'envisage  les  plans  tangents  perpendiculaires  à  l'axe  :;;  soit  Ii  la 
distance  du  centre  à  l'un  ou  l'autre  de  ces  plans.  Je  considère  encore 

le  nombre  -  obtenu  en  divisant  cette  distance  par  la  racine  carrée  de  «-, 

avc-c  un  signe  arbitraire,  et  je  prends  ce  nombre  - ,  positif  ou  négatif, 
pour  une  donnée  com})lénientaire. 

Ceci  posé,  un  mouvement  à  la  Poinsot  est  entièremenl  (li'tt'riuinc 
avec  une  position  de  la  figure  mobile,  comme  il  suit  : 

i"  Les  trois  formules 

lia'  ,  hb'  hc' 

cosa;=— T'         cosyr  =  -7-r,         cosc;  =:  — r 

a-  b-  c- 

(léterminent  a',  //,  c'  en  fonction  des  données  et  des  éléments  clioisis 
pour  construire  la  figure.  Ce  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact 
du  plan  roulant  dans  une  de  ses  positions.  On  a  donc  une  position  de 
la  figure  mobile. 

2°  Ces  mêmes  formules,  étant  écrites  ainsi 

f  n\-  h  a' 

cosaz  = ,         . .  -, 

\ff/    an 

déterminent,  en  fonction  des  données,  les  composantes —>  —,  —  de  la 

^  Il     it    II 

rotation  instantanée  pour  la  position  ci-dessus  de  la  figure  niobile. 

Le  mouvement  est  donc  bien  déterminé,  sans  aucune  ambiguïté. 

Pour  représenter  ce  mouvement  au  moyen  des  formules  elliptiques, 
on  emploiera  des  fonctions  elliptiques  à  discriminant  positif.  La  déter- 
mination de  ces  fonctions  elliptiques  comporte,  en  premier  lieu,  fin- 
troduction  d'une  constante  arintraire  d"homogénéité,  réelle  et  dénotée 

par  -•  Les  trois  racines  e,,  e.,,  e^  sont  alors  données  par  les  trois  for- 
mules telles  que  la  formule  (38).  Comme  on  doit  avoir  e,  >>  <?.,>■  i?.,. 
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les  indices  a,  [3,  y  reproduisent  i,  2,  3  dans  un  ordre  qui  n'a  ri(Mi  d'ar- 
bitraire. Les  demi-périodes  Wœ,  wp,  w^  sont  alors  déterminées  à  des  pé- 
riodes près.  On  peut  achever  de  les  déterminer  ad  libitum,  mais  ce 
choix  doit  cependant  être  fait  de  telle  sorte  que  la  quantité  z  ait  le  signe 
qui  lui  est  assigné  par  les  données  :  elle  doit  être  positive  ou  néga- 
livc,  suivant  (jue  les  deux  systèmes  d'axes  sont  congruents  ou  non. 
I^'argument  elliptique  constant  v  est  déterminé  à  des  périodes  près 

])ar  les  formules  (37)  et  (3r)),  eu  sorte  que  les  quantités  (-)  pc, 
(  ~  )   P  ^  j)euvenl  être  envisagées  comme  des  données. 

L'argumeul  elliplif[ue  variaiilc  diminué  dun  mulli[)le  iuq>air  de  la 
jx'i'iodepurcini'nt  imaginaire  est  dans  le  rajiport  -  avec  le  temps.  Mais, 

avec  les  doimées  t[ue  j'ai  prises,  il  faut  le  pi'(''eiser  davantage  et  dire  la 
valeur  de  cet  argument  pour  la  position  donnée  de  la  figure  mobile.  A 
cet  clTel,  ou  doit  prendre  les  formules (.'12)  et  (4i)  fpii  déterminent  pu 

et  pu,  et  par  lesquelles  on  voit  cjue  (  -  J   jd«  et  (  -  |   pu  peuvent  être 

envisagés  comme  des  données.  Par  là,  l'argument  «/,  cpii  correspond  à 
la  position  donnée  de  la  figure  mobile,  est  déterminé  à  des  périodes 
près.  Toutefois,  si  l'on  prend  arbitrairement  l'une  cjuelconque  des  dé- 
lerminations  de  u  et  de  c,  les  formules  reproduiront  les  cosinus  de  az, 
liz,  cz  en  valeur  absolue  seulement.  Pour  qu'elles  reproduisent  ces 
cosinus  eux-mêmes,  il  faudra  ajouter  à  //  -1-  r  une  période  déterminée, 
sauf  des  multiples  de  doubles  périodes. 

Telle  est,  en  résumé,  la  manière  de  représenter  par  les  fornuiles 
elli|)tlques  un  mouvement  à  la  Poinsot  géométriquement  donné. 

\  .    —    SVR    L.V    COXCOIiD.VXCE    DE    DEUX    MOUVEMENTS    A    LA    PoiNSOT. 

(Considérons  deux  mouvements  à  la  Poinsot,  qui  donnent  lieu  aux 
mêmes  fonctions  elliptiques,  c'est-à-dire  à  des  fonctions  avant  un  même 
invariant  absolu. 

Nous  distinguerons  ces  deux  mouvements  par  les  indices  o  et  i  ;  l'in- 
dice o  aflectera  les  lettres  relatives  à  l'un,  riudice  1  les  lettres  corres- 
pondantes et  relatives  à  l'autre  mouvement. 
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Comme  les  deux  constantes  d'homogénéité  pip,  ti.,  sont  ad  Itlntum, 
on  peut  supposer  que  les  quantités  e^^  e.,,  e^  sont  les  mêmes  dans  les 
formules  relatives  à  l'un  ou  l'autre  des  mouvements.  Grâce  aux  arbi- 
traires [jLo,  iJ.,,  on  peut  donc  exprimer  la  condition  de  coïncidence  des 
invariants  en  disant  que  les  trois  différences,  telles  que 

sont  égales  entre  elles. 

Supposons  maintenant  les  deux  mouvements  isochrones,  c'est-à-dire 
ayant  ime  même  période  de  temps.  Il  faudra  alors  que  les  deux  rap- 
ports—j    -  soient  égaux  entre  eux,  eu  valeur  absolue.  On  pourra  dès 

lors  remplacer  ii.J,  \x'^  par  «j;,  n\  dans  les  différences  précédentes. 

Deux  inoiivetnents  à  la  Poinsot,  au  même  iiwarianl  et  isochfones 
seront  dits  concordants.  La  condition  de  concordance  s'exprime,  on 
le  voit,  par  la  double  égalité  des  trois  différences,  telles  que 

(fo^  «-l>l){''l~l^l)        {a\-li\){b\-h\) 

Considérant  ainsi  deux  mouvements  concordants,  il  nous  faut 
trouver  les  relations  qui  existent  entre  les  positions  des  deux  figures 
mobiles,  prises  en  un  même  instant  quelconque.  Dans  la  solution  de 
cette  question,  il  entre  une  constante  arbitraire  nouvelle;  on  peut  sup- 
poser, en  effet,  que  l'une  des  figures  occupe  une  quelconque  de  ses 
positions  en  un  instant  initial,  où  l'autre  figure  occupe  une  position 
déterminée.  Cette  supposition  faite,  la  correspondance  entre  les  posi- 
tions des  deux  figures  sera  complètement  établie. 

Les  deux  figures  mobiles  sont  les  deux  systèmes  d'axes  x^,,  y^,  «„  et 
x,,y,,  z,.  Je  ferai  intervenir  dans  la  notation  un  seul  système  d'axes 
fixes  a,  b,  c,  comme  si  les  deux  surfaces  du  second  degré  avaient 
les  mêmes  plans  de  symétrie.  C'est,  au  reste,  la  supposition  même  que 
j'aurai  à  faire  plus  loin. 

Les  différentielles  des  arguments  variables  du„,  du,  étant  égales  à 

—  dt,  —dt^  sont  égales  entre  elles,  en  valeur  absolue;  u,,±  u,  est  une 
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constante.  Il  est  indiflcrent  de  supposer  constante  la  somme  ou  la  diffé- 
rence, attendu  que  les  formules  (i)  restent  inaltérées  par  le  change- 
ment des  w,  V,  C  en  —  u,  —  r,  —  C.  Je  supposerai  la  somme  constante, 
et  poserai 

l  1^  =  —  !i»  =  - 
(44) 


La  relation  entre  les  éléments  elliptiques  variables  des  deux  mouve- 
ments est  ainsi  trouvée.  C'est  à  l'addition  des  arguments  qu'il  faut  main- 
tenant demander  les  relations,  entre  les  éléments  géométriques. 

Pour  ce  but,  on  devra  considérer  les  quantités  suivantes  : 

T-,p?/,  =  - 3^,2(a;-6;)(«;-c;)cos=a;,, 

-'-^p'u,=  -rh^ia;-  bl)(bl-cl)(cl  —  al)cosaz„c.osbz„coscz.,, 

"  0  "o 

t'j)'«,  =  -^-pi(<^'t  —  ^',)(^*',  —  ''■'i)('^]  ~  '^'i)  cosaz,  cosbzoCoscz,. 

Ces  fjuantités  ont  effectivement  la  signification  elliptique  que  la  no- 
tation leur  attribue,  comme  on  voit  par  les  formules  (4i,  4^  et  44)- 

Pour  deux  mouvements  concordants,  il  existe  deux  constantes  t-j)c', 
-r'p'r,  donnant  lieu  aux  deux  relations 


(46) 


'p'  U„-hX'p'  l'    T'p    lit -h  X''p'  ç 


(4;)  T-pW„  +  T=JK/,-t-T  =  J3r 


'p'  U(,+  Z^p  c 
:'pUo—T:-pv 


Ces  deux  relations  ne  sont  pas  indépendantes;  les  deux  constantes 
T^pp,  t' p'p  ne  sont  pas  toutes  deux  arbitraires.  Cette  circonstance,  on 
va  le  voir,  constitue  un  avantage,  et  nous  allons,  pour  préciser  entiè- 
rement, envisager  encore  d'autres  relations. 

Considérons  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux  axes  mobiles  z„,  z,. 
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Son  cosinus  est  donné  par  la  formule  (21).  En  y  mettant  f  au  lieu  de 

i/„  +  «,,  j'obtiens 

V'  f  '■  ±  '"i  —  ''0 
2  ^  M„  -+-  2  ç  ;/,  —  >  ç 

Par  le  théorème  daddition  des  fonctions  "C,  on  a 

(4o)  r^.^  +  r^/.-rc^-iP'"'-^''^'- 

Le   second   membre  peut  être   exprimé  par  le   moyen   des  quan- 
tités (45),  comme  il  suit.  Posons  (42) 

I    .  (al— bl)  {al -cl)         ,  (a\—b\)(a\  —  c\) 

\\  =  —^ ^TTT^ -COS^aZg ! 4-j-r! !-^cos-rt-, 

(5o)   ■  «G^'S  «î/'î 

en  observant  que  cette  quantité  variable  A  ne  change  pas  par  le  chan- 
gement des  lettres  a,  b,  c;  puis, 

-V-         i  V("l— bl)(bl  — cDicl — al)  , 

A  =  -     —^ °,  .3  °         ° COSaZa  COSOZ^  COSCZu 

A  [_  n  ^  ft^j 

(a\—b^,)(b\  —  c\)(c\  —  al)  ,  I 

+  — -! ! '    ,   ' — cosaz,  cosbz,  coscz, 

_   I  _  P'  "o  —  P'  "1  , 
2   ■    pUo  —  pUi 

Désignons  encore  par  A  et  B  les  deux  constantes 

L'égalité  (49)  nous  fournil  la  relation 
(02)     Afcosa^u  cosfl;,  +  cosùz^^  cosbz,  -+-  cosc;,  cosc:;,)  -+-  2N  4-  B  =  o. 
En  difîérentiant,  nous  allons  avoir  une  nouvelle  relation  contenant 
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la  seule  coiislanle  A.  Pour  faire  celte  diOëreulialiou,  on  a  d'abord  (44) 
cl  ,.,  '/■       \  fdtit,         àtii.^\  ,  V  A 

^(C«,  +  C»„)  =  ^(-^--^)  =  ^(P""-P"'^  =  --.; 

d'où  résulte,  d'après  (49); 


(Il 


D'autre  part,  suivant  (27), 


dcosaz„         (b:  —  c:.)         , 

-, ==  —  ■  ,  „      cost;^,.  coscj,., 

di  ni  il  "  "' 


La  relation  (.")2)  donne  donc,  par  dilTérentiation, 
(53) 


A  V  (  '-"-,-7^  cos  ^  ;„  cos  c  r 0  cos  a  : 


-+-   '',,,'  cos6r.  coscr,  cosa;:„  )  +  2 A  =  o. 
/i  j  /;  j  ' 

Après  avoir  établi  ces  formules,  envisageons  la  question  importante 
de  déterminer  les  positions  correspondantes  des  deux  figures  mobiles 
dans  deux  mouvements  concordants. 

Ce  qui  justifie  l'emploi  des  relations  surabondantes  (46,  47,  52,  53), 
c'est  la  nécessité  de  fixer  les  signes  des  cosinus. 

Si  l'on  suppose  connues  les  constantes  t^jdc,  t'jî'c,  A,  B,  on  peut 
déterminer  entièrement  les  cosinus  de  a;,,  bz,,  rz,,  correspondant  à 
des  cosinus  donnés  pour  az^,  bz,,,  cZg.  Effectivement,  la  relation  (4?) 
donne  T^pw,,  par  conséquent  A  (5o)  et  les  carrés  des  cosinus.  La  re- 
lation (46)  donne  i^p'u,,  et,  par  conséquent,  N';  puis  Tune  ou  l'autre 
des  relations  (52)  et  (53)  permet  de  fixer  les  signes  des  cosinus  eux- 
mêmes  . 

Il  n'y  a  d'ailleurs  aucun  embarras  pour  choisir  ces  constantes  ';\pt', 
'^ p'v,  A,  B,  si  l'on  veut  composer  un  exemple.  Ayant  pris,  en  efTet, 
deux  mouvements  à  la  Poinsot  dont  les  données  satisfassent  aux  rela- 
tions de  concordance  (43),  on  peut  choisir  à  volonté,  dans  ces  deux 
mouvements,  les  axes  ;„,  z,  pour  correspondants.  La  valeur  de  A,  pour 
cette  position,  se  trouve  déterminée;  par  la  relation   (53),  on  en 


MOUVEME>'T    d'un    SOLIDK    DA>S    UN    LIQUIDE.  87 

conclut  A;  par  la  relation  (j2),  B,  et  par  les  relations  (47)et(4(à), 

On  le  voit  donc,  si  Ton  définit  deux  mouvements  à  la  Poinsot  con- 
cordants par  la  position  des  deux  figures  mobiles  en  un  même  instant, 
les  constantes  A,  B,  ':-j}'f  peuvent  être  envisagées  comme  des  données; 
de  plus,  pour  chaque  position  ultérieure  d'un  des  axes,  :?„  par  exemple, 
celle  de  l'autre  axe  ^|  est  déterminée  complètement  par  des  formules 
explicites. 

VI.    —      Sun    UNE     FORME     DE    l'iNVERSION     DES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES. 

Dans  l'expression  (48)  de  cosr„;,,  les  arguments  a,,  et  a,  sont  seuls 
variables,  et  leur  somme  est  constante.  Si  l'on  prend  l'un  de  ces  argu- 
ments pour  variable  indépendante,  cos;,,  z,  est  une  fonction  doublement 
périodique  à  deux  pôles.  On  sail,  par  la  théorie  générale,  que  le  carré 
de  sa  dérivée  est  exprimable  par  un  polynôme  du  quatrième  degré,  où 
la  variable  est  ce  cosinus  lui-même.  Je  vais  former  ce  polynôme,  non 
pas  sous  sa  forme  la  plus  réduite,  mais  sous  la  forme  la  plus  commode 
pour  l'application  que  j'ai  en  vue.  Au  lieu  de  raisonner  sur  l'expression 
même  de  cos^^j,,  je  vais  employer  une  expression  d'apparence  plus 
simple,  en  modifiant  seulement  les  notations.  Je  dois  avertir,  en  outre, 
cjue,  dans  ce  cjui  va  suivre,  aucune  supposition  particulière  ne  doit  être 
faite  sur  les  fonctions  elliptiques  employées,  tandis  que  précédemment 
elles  étaient  supposées  à  discriminant  réel  et  positif. 

La  fonction  doublement  périodique  à  deux  pôles  qui  sert  de  type  est 
la  suivante  : 

(54)  r  =  •((  u  +  <••)  -Zu-  Iv  =  -  ''''"-J^''', 

2    pa  —  pv 

et  l'on  y  considère  u  comme  l'argument  variable.  Pour  abréger  l'écri- 
ture, je  conviens  de  représenter,  au  moyen  d'un  indice,  le  résultat  de 
la  substitution  d'un  argument  constant  quelconque  à  la  place  de  u  dans 
cette  fonction.  Ainsi,  je  poserai 

Za  ='C(a  +■  r)  —  'Ça  —  çr. 
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Pour  représenter  alors  une  fonction  doublement  périodique  à  deux 
pôles  et  quelconque,  je  prendrai  (z  —  z^)  multiplié  par  un  facteur  con- 
stant arbitraire.  Celte  notation  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  les 
racines  de  la  fonction,  à  savoir  m  =  a  et  m  =—  (a  4-  p),  sauf  des  pé- 
riodes, et  l'on  peut  immédiatement  écrire  l'expression  de  la  fonction  en 
produit;  c'est 

\^^)  -  — -«—    ci'a3'(a-t-i-)a'«3'(;<4-r)  ' 

Prenons  quatre  fonctions  analogues  en  employant  quatre  arguments 
constants  «,  b,  a,,  h^.  Partageons  les  facteurs,  qui  en  proviennent  sui- 
vant l'expression  (55),  en  deux  groupes,  chacun  de  ces  groupes  com- 
prenant un  seul  facteur  de  chaque  espèce  pris  dans  une  même  fonction. 
Soient  ainsi  *l>  et  'I*,  les  fonctions  composées  de  cette  manière  : 


«I>  = 


<I>, 


i^vi{ii  —  a)-j(ii  —  rt|)  3'(f<  +  i  H-  (•)  ^(h  -I-  6,-1-  (•) 
Va  -ia^  n{b-^  v)  c5'(6,H-  c)  3'^«  3'2((/  -I-  c)  ' 

f^i'  j{ll  —  b)  j(u  —  6])  3'(h  +  (7  -h  r)  3'((/  +  o,  -4-  (•) 


Ces  deux  fonctions  sont  doublement  périodiques  de  seconde  espèce, 
en  général.  Mais  elles  deviennent  doublement  périodiques  ordinaires, 
toutes  deux  en  même  temps,  sous  l'unique  condition 

(56)  a  -f-  a,  =  6  -t-  i,. 

Supposons  cjue  cette  relation  entre  les  tpiatre  arguments  conslanis 
ait  lieu  effectivement.  La  fonction  'I'  est  alors  doul)lement  périodique; 
décomposons-la  en  éléments  simples.  Il  entrera,  dans  la  décomposition, 
pu,  p(u  4-  i')  et  '((«  +  p)  —  '(«,  en  sorte  qu'on  pourra  écrire  la  for- 
mule de  décomposition  sous  la  forme 

<1>  =  y.[pu  -  p(u  +  (•)]  -  ^[pu  +  ,p("  +  '•)  +  P<']  -  T=  -  0> 
où  a,  ji,  y,  0  sont  des  coefficients  constants,  ^  tenant  la  place  de 

'((« -f- r)  —  ■(«. 
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La  foiiclion  'I>,  se  déduit  de  <&  par  le  changement  de  u  on  —  (u-hi-), 
en  ce  qui  concerne  les  facteurs  variables.  Pour  ce  qui  regarde  les  fac- 
teurs constants,  il  faut  encore  multiplier  par 

rfa  3'(7,  a' (  i  H-  (•  )  3'(  ^, -(-  (') 


3'6  3'6,  3' (rt  +-   Cj  j(Oi+   (■) 


Dans  le  changement  de  u  en  — (u-hv),  pu  —  p(u  -\-  f)  se  re- 
produit changé  de  signe,  tandis  que  pu  -+-  p(u  -h  ^'j  4-  pv  et  z  se  l'c- 
produisent  sans  changement.  On  a  donc 


f  0  ■j/j^  :i (a  -h  (')  j{rt,  -+-  (: 


S*. 


-ia-ia^  3'(6  -i-  c)  3'(  6, -i-  c 
Soit,  pour  abréger  Fécriturc, 

et  rapiécions  qu'on  a,  par  le  théorème  d'addition, 
pu-hp(it  -ht')  +pç  =  z-- 
nous  pouvons  écrire  nos  deux  formules  ainsi  : 

(58)  <!'  =  a.[pu  -  p(u  +  r)]  -  Ciiz^^-z  +  o), 

( 59)  A'I>.  =  a f  p  u  -  J)( «  +  r)J  +  ( ^  -  +  y  ,.  4-  5). 

.l'en  conclus 

En  remettant,  au  lieu  de  *I"1',,  le  produit  des  quatre  binùrues  ana- 
logues à  (c  —  a,j),  j'ai  ainsi 

(  (z  -  z^)  (,-,,)(,-,^^)(,-  ,,J  +  ^  (p  -  +  yr  +  0)^ 


ijO  HALPHEN. 

C'est  la  formule  d"in version  mise  sous  une  forme  spéciale,  d'une 
grande  généralité  :  z  est  une  fonction  doublement  périodique  de  u  et 
nous  avons  ici  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  z  exprimé  par  le 
carré  d'une  fonction  doublement  périodique  de  m;  de  plus,  celle  fonc- 
tion est  la  dérivée  de  3  par  rapport  à  «;  on  a,  en  effet, 

l'our  compléter  ce  résultat,  il  faut  encore  donner  les  expressions 
des  constantes  a,  p,  Y)  8  en  fonction  des  arguments  a,  b,  a,,  b,,  v.  A 
cet  effel,  pour  avoir  a  et  |3,  envisageons  la  partie  principale  de  <I'  aux 
pôles  ;/.  =  o  et  M  ^  —  p.  Nous  aurons  ainsi 

L'expression  qui  en  résulte  pour  le  coefficient  y  a  une  forme  inté- 
ressante. Pour  la  présenter  sous  un  aspect  symétrique,  posons,  confor- 
mément à  la  relation  (5G), 

,.    ,  i  a,  =  c-\-a'.         a=^c  —  a'. 

(62) 

l   /^  =  c  H-  b\  b  =^  c  —  b'. 

D'après  Véquation  à  trois  termes,  on  a 

3'«3'a,  a'(^  -f-c)3'(/;,  +  v)  -  -^b^b,  -^(a^  <')^(«i  +■  «') 
=  a'ra'(2c-ht')3'(i'-  a')af(b' +  a'), 

et  il  en  résulte 

[5'l'3'(2C-<-  f)  5'(6'—  g')  3'(^)'  +  a')]^ 


X  43'<7a'«i3'6  3'6i3'(rt+  ,-)3'(rt, +  (•)  3'(6-|-  (•)3'(i, -t-  (■)' 

Il  y  a  aussi  une  expression  remarquable  pour  ^ ,  mais  ce  n'est  pas 
par  cette  voie  cju'on  la  trouve  le  plus  facilement.  On  l'obtient  immé- 
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dialcmcnl  en  observant  que  le  polynôme  (60)  diffère  seulement  par  le 
facteur  constant  y  du  polynôme  (  '  ) 

(63)  z'-Gpv.z-^^ip'i'.z-hg.-^p'i', 

expression  de  f  -^  j  •  Le  polynôme  (60)  manque  donc  du  second  terme 
et  Ton  a 

Cette  forme  de  Tinversion  se  présente  dans  plusieurs  applications 
mécaniques,  mais  pour  des  cas  particuliers  de  la  formule  (60).  Dans 
l'application  que  j'ai  ici  en  vue,  le  coefficient  ^  est  nul.  On  voit  par  les 
égalités  (61)  qu'en  ce  casX  et  a  se  réduisent  à  l'unité,  et  la  formule  (60) 
devient  simplement 

(04) 

'.      =  [p«-p(" +  <')]'• 

La  manière  dont  il  faut  choisir  les  arguments  «,  h,  a,,  b,  pour  ob- 
tenir cette  formule,  n'apparaît  pas  très  nettement  par  la  relation 


(65) 


non  plus  que  par  la  relation  A  =  i  avec  la  forme  (Sy)  de  X.  Mais,  en 
employant  les  notations  (62)  et  posant,  en  outre, 

(66)  ç  =  w  —  c, 

on  peut  écrire  X  ainsi 

_-^^  ^iiv  —  a')^(w  +  a')^(c  —  b'):i{c-^b')  _  (pw  —  pa')  (pc —pb') 
cf{w  —  b')  3'((v  -hb'):i(c  —  a'):({c  +  a')         {pw  —  pb')  (pc  —  pa') 

(')   Traité  des  fonctions  elliptiques,  p.  iig. 
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La  condition  X  =  i  donne  alors 

((37)     (pw  -  pa')(pc  -  plj')-h(p»'  -  pb'')(pc  -  pa')=n 

ol  permet  de  trouver  sans  ambiguïté  la  fonction  j)  pour  Tun  (|uel- 
conque  des  quatre  arguments  o',  b',  c,  w,  étant  donnés  les  trois  autres. 

YII.    —    jMouveme>!t    d'un    corps    solide   dans   un   liquide    indéfini 

EN    l'absence    de     FORCE    ACCÉLÉRATRICE. 

Équations  différentielles. 

D'après  MM.  W.  Thomson  et  Tait,  M.  Kirchhoff  a  établi,  sous 
une  forme  bien  connue  et  fort  remarquable,  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  pour  un  corps  solide  plongé  dans  un  liquide  in- 
défini, en  l'absence  de  toute  force  accélératrice  extérieure.  Clebsch  (') 
a  modifié  la  forme  de  ces  équations  par  l'emploi  de  variables  un  peu 
différentes,  et  c'est  la  forme  de  Clebsch  cjue  j'emploierai  ici.  Il  y  a, 
dans  ces  équations,  six  inconnues  a;,,;!;,,  a^j,/,,  jKsj  JKs-  La  variable  in- 
dépendante est  le  temps,  désigné  par  ï.  La  lettre  T  désigne  la  force  vive 
du  système  total  (sohde  et  liquide).  C'est  une  forme  quadraticpie  con- 
tenant les  six  variables  a;,  y. 

Voici  les  équations  différentielles  dont  il  s'agit 


(GS) 


di 

dy, 
dt 

dy, 
dt 


(<'0) 


dj'i 

lu 

'  ày. 

d.r., 

~di 

()T 

dj\ 
dt 

<)T  . 

Oy,' 

dy^ 

-y^ 

ày,  ' 

<n 

ÔT 

ÔT 

dT 

dXj 

-^-^c^^-/' 

Oy, 

--7o 

W' 

il 

ÔT 

dT 

-r. 

ÔT 
dy.: 

{^y  Matlicniatisclie  Annalen,  t.  111,  p.  288. 
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Voici  maintenant  la  signification  des  six  variables.  On  considère 
trois  axes  rectangulaires,  mobiles  dans  l'espace,  fixes  dans  le  corps. 
Les  composantes  de  la  vitesse  de  l'origine  de  ces  axes,  prises  sur  ces 
axes  eux-mêmes,  étant  désignées  par  U,  V,  W,  et  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée  relative  de  l'espace  par  rapport  au  corps 
étant  désignées  par  P,  Q,  R  ('),  on  a 


dT 

•*-2  —  ^v  ' 

ÔT 

■^■3  —  ^w 

dT 

,  _  àT 

dT 

quand  T  est  exprimé  par  les  variables  U,  V,  W,  V,  O,  R.  Inverse- 
ment, T  étant  exprimé  par  les  x,  y,  on  a 


(7") 

v=  '^l, 

Oj-, 

(70 

p        ^T 

Or,' 

0=^, 
Or  2 

R=fl. 

Quelle  que  soit   la    forme  quadratique    T,  les   équations  diiTéren- 
ticllcs  (G8)  et  (t)f))  ont  trois  intégrales  immédiates,  savoir 

('j'2)  iT  =  const.  =  l, 

(73)  j;^ -t- x^-l- Xj  =  const.  =  m, 

(^  74  )  ^i.Xi  +  •^iJKï  -+-  ^i)'-.!  =  const.  =  /i . 

Cas  intégrable.  Réduction  à  une  intégrale  elliptique. 

M.  KirchhofT  avait  réduit  à  une  intégrale  elliptique  la  solution  du 
problème  dans  le  cas  particulier  où  la  force  vive  ne  contient  cjue  les 


(■)  Je  dis  ia  composante  de  la  rotation  instantanée  de  l'espace  par  rapport 
au  corps  et  non  la  rotation  du  corps  dans  l'espace,  afin  de  rétablir  le  sens  habi- 
tuel de  rotation,  qui  est  renversé  dans  les  équations  de  Clebsch.  L'observation 
de  ce  détail,  sans  importance  théorique,  est  cependant  indispensable  si  l'on  veut 
éviter  une  confusion  dans  les  résultats. 
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carrés  des  variables.  Clebsch,  dans  des  recherches  fort  étendues  sur 
les  équations  (68)  et  (69),  a  montré  que  la  même  circonstance  se  pro- 
duit dans  un  cas  un  peu  plus  général,  celui  où  T  a  la  forme  suivante   : 

Effectivement,  en  ce  cas,  le  second  membre  de  la  dernière  équa- 
tion (69)  se  réduit  à  zéro.  Donc^j  est  une  constante.  Cette  nouvelle 
intégrale  assure  la  solution  complète,  comme  on  le  sait  par  le  principe 
du  dernier  multiplicateur.  Sans  donner  le  calcul,  Clebsch  dit  qu'on 
parvient  à  une  intégrale  elliptique;  c'est  ce  qu'en  effet  nous  allons 
montrer. 

Par  l'intégrale  (74)  et  la  troisième  équation  (68),  nous  avons 

I  x,y,  +  x^y.,=  n  -  x,y^, 

(76)  :  ,  ^.r3 

et  l'idenlitc 

(x,y,  +  x,y,)'-h(x,y,  —y.x,)-  =  (x]^  J^l)  (/'  +  /') 
nous  permet  de  conclure 

(77)  ;î(-^y+(«--»373)'  =  (-^;  +  ^D(7'+7D- 


L'intégrale  (73)  donne 
(78)  ar  +  x^  =  m  —  ic^, 

et  l'intégrale  (72)  devient 
( 79 )■  y\  +  y\  =  ~r^  ( '" .  -  /' -^'s  -  x\). 
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avec  ces  notations  abrégées 

/                 pm  -+-  iqn  -^  /'  }''i  —  / 
m,  = r^-^ ' 

(M 

Au  moyen  des  expressions  (78)  et  (79)  l'équation  (77)  devient 

*^  ''*  '  )      {'if)     =''(P'~  P^  ("'  '   -   ^'  ■^-«  -  ^3  )  ("«  -  *1  )  -  '"  ("  -  >':>  -^'O'  • 

Comme ^3  est  une  constante,  nous  avons  ici  une  équation  différen- 
tielle où  les  variables  sont  séparées;  le  temps  est  exprimé  au  moyen 
d'une  quadrature  elliptique. 

Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  les  variables  x,  y  en  fonction  expli- 
cite du  temps  et  de  parvenir,  par  leur  intermédiaire,  à  l'expression  des 
quantités  qui  déterminent,  à  chaque  instant,  la  position  du  corps  so- 
lide. 

Iiwersion;  expression  elliptique  des  constantes. 

Pour  ce  but,  employons  la  formule  d'inversion  (64)  en  assimilant  le 
carré  —  /•-(«  —  y^x^)'-  au  carré  (yr  -+-  0)-.  Pour  identifier  entre  elles 
les  premières  parties  des  deux  polynômes  du  quatrième  degré,  il  faudra 
poser 

(82)  X3  =  -{/?-+- pr,- 

p  étant  une  constante  d'homogénéité  arbitraire. 

Sans  préciser  en  aucune  façon  les  signes  des  radicaux,  nous  poserons 
ensuite 

(  x\  —  \lni  =^  ?(z  —  :■„)  ^  —  y  h  -^-  p z  —  Jm, 

(83)  p      '  '^  ^  *         '  _' 
'  ■•'-'3  +  V"*  =  p(-  —  ^b)  =  —  jjt'  -^  P--I-  \Jm, 

.r3  -1-  ^  A  —  y/î  ^'  +  "i  1  =  p  (  -  —  -a,  )  =  î  /*  +  p  -  —  V  T  /*'"  +  "'•  I  ; 
X3-\-  tJi  +  Vy/«"  -I-  m,  =  p(-  —  -A,)=  ^/«  -I-  p-  -I-  Vy /t*-i-  "'. 
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1)(?  là  ivsulleiil  d'abord  ces  expressions  desconslantcs 


2.\jm  =ç,{za-  -a)» 


cs',) 


les  deux  dernières  sonl  concordâmes  suivant  une  éyalilé  ci-dessus  (05). 
i'oMi'  abréger  Técrilure,  posons 


(«■>) 


'Ta 


\lr{p'  —  p) 


el  idenlilions  les  deux  carrés  dans  l'un  et  Tautre  polynôme  du  second 
degré  en  posant 

i^m)  s(x,-^^  =  f{^z  +  P.). 

Nous  aurons  ainsi,  d'après  les  égalités  (8 1)  el  (G/î) 
et,  en  extrayant  les  racines  carrées, 


du  =  p  \'r(p'  —  p)  d/, 

relation  entre  Targunient  u  et  le  temps  /.  Pour  préciser,  nous  suppo- 
serons la  racine  carrée  extraite  de  la  même  manière  cpie  dans  l'expres- 
sion (85)  de  ^. 

Pour  exprimer  s  cl  —  d'après  l'égalité  (8G),  employons  maintenant 

la  relation  (58)  qui  devient,  (ïl  étant  nul  el  a  =  i, 

Semblablement,  X  étant  l'unité,  on  a,  d'après  (39), 
(«9>  *.  =  P«--p("  +  ")+^(-^3-f 

P       \  .}3 
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Pi'cnanl  u  =^  a  dans  la  première,  hypothèse  qui  fait  évanouii-  •!',  ou 
liien  u  =  h  dans  la  seconde  pour  faire  évanouir  <I*,,  on  a,  suivant  ('8'3), 


(88a)  pa  -  jj(a  +  v)  =  -,  [sjin  -  - 

( 8f)a)  p ^  -  j3( /y  +  i')  =  4  (\//«  +  ^ 

De  là  résultent 

l        .-  3 

On  peut  aussi  obtenir  d'autres  expressions  de  s  si  l'on  décompose  <1' 
et  <I*,  en  éléments  simples  et  que  l'on  prenne,  dans  ces  décompositions, 
les  termes  en  '(a. 

On  trouve  ainsi 

5  =      ^\(,{h  -(-  r)-i-  "((^i  -f-  p)—  'La  —  la,  —  2sC-| 
=  —  p['C(a  4-  r)+  "((a,  +  r)—  'Cb  —  'Cb,  —  l'Çv], 

expressions  dont  la  concordance  se  vérifie  parla  relation  (Gjj. 

Expression  des  variables  par  des  fondions  elliptiques. 

Pour  la  suite  du  calcul,  j'aurai  à  décomposer  en  éléments  sim|)les  la 
fonction 

?(«)  = 

"  3 

et  je  vais  faire  tout  d'abord  cette  décomposition. 

Devenant  infinie  seulement  quand  le  dénominateur  s'évanouit,  celle 
fonction  a  les  seuls  pôles  m  =  a,  —  (a  +  p),  6,  —  (^  +  v),  comme  on 
voit  par  les  expressions  (83)  ùcx^±  \^m.  Nous  avons  à  chercher  les 
résidus  de  ces  pôles.  Un  tel  résidu  est  la  valeur  prise,  au  pôle  consi- 


J3 


dore,  jJîir  l'expression 


/  ri\  n  n 


rfw 


Les  pôles  sont,  tous  quatre,  des  racines  de  <I»  ou  de  <I>,.   On  voit 

par  les  égalités  (88)  et  (89)  que  les  résidus  sont  ±  ^  suivant  qu'il 

s'agit  des  racines  de  #  ou  des  racines  de  î', .  Voici  donc  la  formule  de 
décomposition 

—  l{u  —  h)  —  'C{u  -i-«  +  r)+  D], 

avec  une  constante  D  qu'il  faut  encore  trouver.  Pour  ce  but,  obser- 
vons que  Tliypothèse  «  =  o  rend  5:3  infini  (82)  et  donne  ainsi  0(0)=  i. 
Donc 


<9i) 


■(:a+ ^(6  +  t')+ ^Z-' -  ^(«  + '•)+ D  =  ^ 


Nous  allons  tout  à  l'heure  employer  cette  décomposition  de  o(u), 
sous  la  forme  suivante.  Multipliant  ^(m)  par  ù-y^dl  =-  du,  nous 
avons 


"■•'t'sC.rsJr,— «) 


dl 


==  i[^(a  —  a)  +  l{u  +  b+v)—  t{u  -  b)  —  'Q{ii  -+-  a  -1-  (■)  -l-  D Jrfw. 

Prenons  maintenant,  d'après  (83),  la  dcmi-dilTérentielle  logarith- 
mique de  x\  —  m;  ce  sera,  en  tenant  compte  de  l'intégrale  ("3), 


=  ^[C(i^  —  a)+  'Ç(u  4-  a-(-  o') 

-h  l(u  —  b) -h  ^(u -h  b -h  v) 


i'Q{u  -f-  i'j]du, 
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comme  il  résulte  de  rexprcssion(5j)  établie  pour  z  —  z^cl  prise  aussi 
pour  son  analogue  :;  —  z-i,. 

En  combinant  les  deux  dernières  égalités,  j'obtiens  celle-ci,  qui  va 
être  employée, 

I   X,  d.ti  ~\-  .rj  clx^  —  ii'JC^  { y^  a\  —  ii  )  dt 
Cç)-.)        ■  -^^  +  -1  " 

(       =[■((«  + a  4- (')  +  ■((«  —  h)~  'C(u  +  r)  —  'Çu  —  r,B]du. 

Arrivons  maintenant  à  la  première  intégration  qu'il  faut  clTectuer. 
Formons  d'abord,  d'après  les  équations  différentielles  (G8),  la  quan- 
tité 

^'  dt     ^-^  lu  -\'^^+-^x) àf, ~ ^'  v^''  ôy,  ^ ■'^-  diJ' 

En  mettant,  pour  T,  son  expression  (7^)  et  utilisant  l'intégrale  (74)) 
nous  obtenons 


V  «Vp        "^    /  xi  +  xi 

On  a  posé  ici,  pour  abréger, 

(94)  <  ,    ,  ^ 

3  =  ^W—q)  ^  _  A . 

A  peine  est-il  besoin  d'observer  que  les  quantités  représentées  par 
ces  lettres  a  et  [3  sont  sans  aucun  lien  avec  celles  qu'on  a  envisagées 
dans  un  paragraphe  précédent,  et  qui  ont  disparu  du  calcul. 

Les  égalités  (92)  et  (93)  nous  donnent 

.,       ,  .      K  x^dx^-^- x^dXi-\-i{x^dx„ — x^dxi) 

rt  log(a;,  -I-  1X2)  —  ,.,.2  _|_  ^2  ^ 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  lome  IV.  —  Fasc.  I,  1888.  7 


(!) 


ou  bien,  r  étant  remplacé  par  son  expression  (j'i)  en  éléments 
simples, 

//  |oo(.r,  +  ix^^-  -  -D  +  ^\'Ç(u  +  e)  -  lu  -  "(ri 

+  "((w  +  a  +  v)  +  'C(.'/  —  b)  —  'Ç(  Il  -\-  V)  —  lu. 

Intégrant  les  deux  membres  et  écrivant  sons  nnc  forme  appropriée 
la  constante  d'intégration  E,  nons  obtenons 

'         '  -  ^       \        i u  J     3^^i>  -)-(•)  :;^«  3'«  a'(f< -1- 1') 

]*our  en  déduire  la  quantité  conjuguée  x',  —  /./-j,  je  divise  par  ./•,  +  i.Ci 
la  somme  des  carrés.r'^  -l-  x'i  =  m  —  x'I  =  —  p-(z  —  :^a)(~-  —  -a)i  api'és 
avoir  exprinK'  :;  —  r„  et  :  —  z-i,  en  produit  (55).  11  vient  ainsi 

3'"  „r,V:i^':i{i'  +  ù-hv}:l(/i  ~a)    (.;."- 1)" 


(9b)      X-,  -,x,=  i^|^:^^^^^:^.'^   I    - 


(«  +  e)  o"*  3'//  a'((/  4-  e) 

Les  deux  autres  inconnues  y,  et  j'^  s'obtiennent  sans  intégration 
nouvelle  par  le  calcul  suivant,  où  interviennent  les  relations  (7G), 

(x,  =h  ix,)(y,  =F  iy.,)  =  ./;,/,  +  x,y^  ±  i(x.,y,  -  y.,x,) 
=  u-x,y,±-^, 

ce  (pii  conduit  à  cette  formule 

(./•,  ±  ix,)(y,z^iy,)=z^  ^  ^pu  -  j3(m  +  r)  ±  ^^(. 

ou  eiilin,  d'après  (88)  et  (89), 

(,/■ ,+  /x-,  )(  7 ,-;>,)  =  -  ^  <l' , , 
(x,  -  ix., )(y,+  {y.,)  =  -^LZi (1). 


J-., 
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Les  qiianliU's  a;,  ±  ix.,,  <I*,  î',  ont  déjà  été  exprimées  en  produils; 
par  là  on  connaitni  les  expressions  dey,  ±  iy.,  sous  forme  analoo^ue; 
mais  elles  ne  seront  pas  utiles. 

Nous  avons  ainsi  exprimé  en  fonction  explicite  de  u,  proportionnel 
au  temps,  les  cincj  inconnues  r,  y.  Mais  ces  inconnues  sont  auxiliaires. 
Il  s'agit  d'en  déduire  les  quantités  qui  fixent,  à  chaque  instant,  le  lieu 
du  corps  solide  dans  le  fluide  où  il  est  plongé. 

Rotation  du  corps  solide. 

Je  désignerai  par  \,  Y,  Z  les  axes  fixes  dans  l'espace,  par  A,  B,  ('. 
les  axes  fixes  dans  le  corps. 

Les  trois  dérivées -j-  sont  les  composantes  (71)  de  la  rolation  in- 
stantanée relative  de  l'espace  par  rapport  au  corps.  En  considérant  la 
rotation  relative  de  Taxe  Z,  on  a  donc,  d'après  la  proposition  de  Ciné- 
matique rappelée  plus  haut  (2  j), 

-, =  -^i — cosL-Z r — cosLJZ. 

dt  (iv,  0Y3 

a\ec  deux  é(|ualions  analogues  obtenues  par  permutation  circulaire  des 
lettres  A,  B,  C. 

Les  coefficients  -p  sont  maintenant  des  fonctions  connues  du  temps/, 

en  sorte  que  Ton  a  ainsi  trois  équations  différentielles  linéaires,  sans 
second  membre,  dont  les  trois  cosinus  forment  vmt  système  de  solu- 
tions. La  solution  générale  comporte  trois  arbitraires,  dont  une  seule- 
ment est  déterminée  dans  le  problème  actuel  par  la  condition  que  la 
somme  des  carrés  soit  l'unité.  Mais  on  peut,  à  volonté,  fixer  les  deux 
autres  arbitraires  en  choisissant  la  direction  de  l'axe  Z. 

En  comparant  les  équations  actuelles  aux  équations  (08),  on  voit 
qu'il  existe  un  système  de  solutions  où  les  inconnues  sont  proportion- 
nelles à  X,,  x^i  x^. 

On  peut  prendre  pour  les  trois  cosinus  un  tel  système  et  écrire  ainsi, 
d'après  (73)  et  (84), 

cosAZ  cosBZ  cosCZ  i     2  1    :!  a -i  b -j  {a -y- i-)  ri  {b  ■-{- v) 

Xi        ~        X,        ~        X^        ~   l^'/7l   ~   p(=a  — -/,)    ~    ?    3'l'a'(«—  b)  3'(rt-)-  b-h  r)' 


(9«) 
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Suivant  les  égalités  (83),  (84),  (qj)  et  (9G  ),  j'en  conclus  donc 
cosL-Z,  =: ' 


cosAZ+?costiZ  =  -2L|^-^^^— t       J    ^^a-  b)i{a  +  b  +  i')  :(u^(u  +  v)'^ 


'"  --1 


En  posant,  comme  on  l'a  déjà  fait  pour  le  cas  du  mouvement  à  la 

Poinsot, 

C  ^  cosCX  +  J  cosCY, 

£j  =  cosCX—  icosCY, 

ri  supposant  les  deux  systèmes  d'axes  coiigruents,  j'ai  encore,  ainsi 
(pi'on  l'a  trouvé  en  l'endroit  cité, 

2,,-, 2  -r^  =  —  2  M  ^—  cos  AZ  +  -T—  cos  BZ      . 

ou,  en  divisant  par  ££o=  i  —  cos^CZ  =  cos'AZ  -+-  cos^BZ, 

dT        _    d'Y 

1    dZ  1    dZi)  ■  , —       ovi  dy, 

Z    dt  wo    dt  '  xj-l-^2 

d'où  résulte 


i   dZ^ i_  dZo  __ 

Z   du  £0    <^« 


Pour  décomposer  en  éléments  simples  le  dernier  terme,  on  a  ici  un 
calcul  analogue  à  celui  qui  concernait  précédemment  9('/)-  '""^^  résidus 
ont  pour  expression 

n  II 

—   X3  —  —  / —  U'3 


dji\  p      J"3[p«  —  p(«-t-c)] 
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11  faul  y  substituer  successivement,  à  la  place  de  a,  a  cl  --  (h  -h  k) 
racines  de  $,  puis  b  cl  —  (a  -i-  ç)  racines  de  <P, .  Pour  le  premier  et  le 
quatrième  pôle,  x^  est  égal  à  \fm\  pour  le  deuxième  et  le  troisième,  x'., 
est  égal  à  —  y/m;  c'est  ce  qu'on  voit  parles  équations  (83).  Les  résidus 
sont  donc  successivement  —  i,  +  i,  —  i,  -H  i.  En  outre,  la  fouclion 
s'évanouit  pour  j;,  infini,  c'est-à-dire  pour  u  =  o.  Donc 


/  "^3 


^  =  Z{u  -f-  a  4-  f)  +  'C(u  -hb-hc) 


—  •Ç(u  —  a)-'C(u-b)-D,. 
(99)  D,  =  Ca  +  Ib  -»-  'C(a  -+-  p)  -+-  ^(b  -+- 1'). 

Posons  encore,  pour  abréger, 

(  1 00  )  Y  =  J—^ —  » 

et  l'on  aura,  en  intégrant, 

log  —  =n  _    -i  +  D,    H  +  log  -!^-- [_^)    ^  ,^    ^  +  consl. 

D'autre  part,  le  produit  Z3q  est  égal  au  produit  des  facteurs 

cosAZ  ±  î'cosBZ. 
Prenant,  pour  ces  derniers,  leurs  expressions  (98),  nous  avons 

logS£„  =  log  ^ ..,     ./-  ^  , — r '-^ +  const. 

De  là  résulte  loga*,  et  enfin  3  et  £„  comme  il  suit,  en  donnant  une 
forme  convenable  à  la  constante  arbitraire  E,, 

(  coscx + /cosCY = 2E.J;"^^;(:^,-^";^'')y'+f-^"^>''H"■>' 

,         ,         1  '  3'(a— (!>)  3'(rt-t- i^-H  (■)  3'mc3'(m  H- r) 

(101) 

cosC\ —  «cosGY  -— 


E,     i(n  —  b)  i{n  -^-  b  +  v)  rS u  ^{u  ■+-  c) 
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(3n  a  vu,  dans  le  §  III,  que  la  connaissance  des  quanlités  cosCZ, 
cosAZ  ±  icosBZ  cl  cosCX  ±  /cos(]Y  détermine  endèrcmenl  et  sans 
amljif-uilé  la  position  relative  des  deux  systèmes  d'axes,  quand  on  con- 
naît le  caractère  de  congruence.  Ici  nous  avons  suppose  les  axes  con- 
grucnls.  La  rotation  du  corps  est  donc  actuellement  déterminée. 

Translation  du  corps  solide. 

Il  faut  maintenant  trouver,  en  l'onction  de  u^  les  coordonnées  \, 
V,  Z  de  l'origine  des  axes  fixes  dans  le  corps,  mobiles  dans  respace.  Les 
deux  premières  coordonnées  sont  données  explicitement  en  fonction  des 
({uantités  précédentes,  la  troisième  exige  une  intégration.  Pour  les 
deux  premières  ('  ),  on  a  les  formules 

X  —      "7=(/i  cosAYh- joCosBY-i-  y^  cosCY), 

Y  = ;=(>')  cosAX4-  >'.,  cosbX  -1-/3  cosCX). 

l'ar  une  transformation  facile,  fondée  sur  l'emploi  de  la  relation 
éliMuentaire  (<S)  avec  l'iiypothèse  actuelle  £  =+  i,  on  conclut  de  là 

(X  +  /  Y)  (cosCX  — /cosCY) 

^=  ~=[  y,(cosBZ  +  /cosAZcosCZ) 

-hyi(—  cosAZ  +  /cosBZcosCZ)  —  iysii  —  cos^CZ)], 

(X  +  i  Y)(cosCX  -  «  cosCY  ) 
ou  bien  encore,  suivant  les  relations  (7G), 


(X  +  /Y)(cosCX-/cosCY)  =  -7^[-^ 


(')   KniciiiioFF,  Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik,  p.  240. 


MOUVEMENT    D  UN    SOLIDE    DANS    UN    LIQUIDE.  55 

J)l'  là  enfin  se  conclut,  en  prenant  aussi  l'expression  conjuguée, 
/  (X± /Y)(cosCXq:  «cosCY) 

Le  facteur  cosCX  zp  «cosCY  est  une  fonction  doublenienl  pério- 
dique de  seconde  espèce,  tandis  cjue  le  second  membre  est  doublement 
périodique.  Donc  X  ±  /Y  est  doublement  périodique  de  seconde 
espèce.  Les  deux  quantités  conjuguées  cosCXqr  icosCY  ont  des  mul- 
tiplicateurs réciproques,  jiuisque  leur  produit  i  —  cos-CZ  est  double- 
ment périodique.  Donc  X  -f-  iY  a  les  mêmes  multiplicateurs  que 

cosCX  -+-  /cosCY. 

Nous  allons  décomposer  X  -l-  iY  en  éléments  sinqjles. 

L'élément  simple  type  se  déduit  immédiatement  de  la  toiiiic  (  loi) 
de  cosCX  -f-  /cosCY  :  c'est 

■i { Il -i- a -h  b -h  t')    -(!+?"')" 


P 


Les  pôles  de  X-i-i'Y  sont  «  — o  et  n  =  —  v;  ce  sont  des  pôles  sinq)les. 
attendu  qu'ils  sont  doubles  au  second  membre  (102),  et  simples  dans 

le  facteur  cosCX  —  «cosCY.  Leur  résidu  est  ±  '-^^-^,   cocflicienr   de 

sni 

pu  et  p(ii  -h  ç)  du  second  membre  (102),  divisé  par  le  l'ésidn  de 

cosCX — /cosCY. 

Il  n'y  a  pas  d'autres  pôles,  comme  on  va  voir. 

Observons  les  valeurs  du  second  membre  (102)  pour  les  valeurs  par- 
ticulières de  u  suivantes  :  a,  —  (a  -h  i^),  b,  —  (b  -+-  v).  Pour  les  deux 
premières,  on  a,  suivant  les  égalités  (83), 

pour  les  deux  autres, 

,r,  =  —  sjm . 
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l'iircnnséqucnt,  pour  les  deux  premières-,  v''« p^  se  confond  avec 

r  —  ^^  |)Our  les  deux  dernières,  avec  —  (x^  —  ^)-  D'autre  part,  sui- 
vaiil  les  égaillés  (88)  et  (89),  ^_  (x^  -  yj  est  alors  égal  à 

le  signe  +  convenant  à  u  =  a  et  u  —~{b-\-  v)^  le  signe  —  à  u  =  h 
ç^  j'j  n^^-,-  (a  +  v).  Il  en  résulte,  pour  la  quantité  entre  crochets,  les 
valeurs  suivantes  : 


«  =  ('.  P''  -  J'("  +  '')  ^  ^  i-^'»  -  yj  =  î  ^.[pa-p{a  +  r)] 

,.  =  /.,  pu  -  p{u  +  r)  ±  ^  (.r3  -  j^)  =  I  °[3,,-p(/.  +  <■)] 


On  voit  par  là  que  le  second  membre  (102)  s'évanouit  pour  u  =  a 
cL  ;/  =  h^  quand  on  prend  le  signe  supérieur,  et  pour  ?/  =  —  (a  +  r) 
ou  II  =—  (b  -+-  (■),  quand  on  prend  le  signe  inférieur.  Il  en  est  de 
même  pour  cosCX  =p  i  cosCY. 

Il  s'ensuit  que  X  ±  i  Y  n'a  que  les  pôles  11  =  0  et  m  =  —  v,  et  l'on 
conclut 


isni 


'P'JaEi 


(X  +  /Y), 


.1d,). 


^{a  —  b)^v       ^  i  (ti -i- a -h  b -h  f)  ■i{u -h  a  +  b -h  "iv)        1 

3'(rt  +  (')  a'(6  +  (•)  L         :iaibiu  3'(a  +  c)  3'(6  +  c)  3'(m -+- r)  J' 


2^»!  El 


-^(X-  A)r      ^    -    ^ 

_        :?(«  — ^<)5'f  r     3'(f/  — ft  — 6  — r)  3'(«  — rt  — Z;)"! 

da^b        [_?(«  +  (')  ^(6 -t- (')  5"  (/         j«  :^6  3'(« -t- i')J 

On  remarquera  que  les  seconds  membres,  dans  ces  deux  égalités. 
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(loduisent  l'un  de  l'autre  par  le  changement  du  signe,  accompagné  du 
cliangcment  de  a  et  Z>  en  —  (a  4-  v),  —(b-\-  p).  C'est  ce  dont  on  se 
rend  aisément  compte  par  les  expressions  de  cosCX  zh /cosC\  cl 
celles  des  constantes. 

La  coordonnée  Z  de  l'origine  des  axes  mobiles  exige  une  quadra- 
ture; elle  est  donnée  par  la  formule 

^  =  U  cosAZ  -f-  V  cosBZ  -^  ^^'  cosCZ. 

Par  des  transformations  successives,  cette  formule  devient 

777  =  -^[-ï-. (/>•»,  +  C'y.)  -^-  x-AP'^'i  +  ?/:;  '  +  ~Ci(p'x.,  -h  q'y,  )] 

=  7=  Kp' - p)^l-^ (q' - ç)}'}'^^-^ P'"  -+- 9"] 

=  -^  Kp'  -  p)  {x-i  +  i^O'  +  P"i  -+-  (j"  -  Tô  /*'(>'  -  p% 

Tu--^,lP"'^^l''-rJ-ip-P)\ 
+  -^P^P  '~f>  \pu  -f-  p(«  -f-  c)  +pf]. 

En  intégrant  et  figurant  par  S  et  o,  les  deux  constantes,  nous  avons 

(io3)  Z  -t-  const.  =  0/  -h  o,p[^(M  -I-  f)  4-  "Cu  —  "p*"]. 

(  0  =  ^  [pm  +  qn  —  -^  Irip'  -  /?)], 
1  s  '" 

(10/4) 

\    r    —  —  ^^P' ^  P^  —  _Zî_. 

Nous  avons,  on  le  voit,  l'ésolu  le  problème  qui  consiste  à  déterminer 
explicitement  en  fonction  du  temps  la  position  du  solide. 

Notions  générales  sur  le  mouvement  du  corps  solide. 

Indépendamment  do  toute  discussion  approfondie  sur  les  formules 
que  l'on  vient  d'établir,  on  peut  se  faire  une  idée  sommaire  du  mouve- 
ment que  ces  formules  représentent. 

Journ.  (le  Math.  (4'  série),  tome  IV.  ~  Fasc.  I,  i88S.  o 
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Soil  0  lo  rapport  de  l'accroissement  du  temps  à  celui  de  -  (87), 
(lor)  0  =  ^=4==  =  -^'         /  =  0^+const. 

Nous  supposons  réelle  la  constante  arbitraire  p.  L'argument  «,  ou  du 
moins  sa  partie  variable,  prend  des  valeurs  soit  réelles,  soit  purement 
imaginaires  suivant  que  0  est  lui-même  réel  ou  purement  imaginaire, 
suivant  donc  que  (  p' —  p)  osl  positif  ou  négatif  (/•  est  positif,  car  la 
force  vive  T  est  nécessairement  représentée  par  une  forme positwe) . 

Gomme  les  invariants  sont  réels,  il  y  a  une  période  déterminée  2  0), 
de  même  espèce,  réelle  ou  imaginaire,  que  les  valeurs  de  du\  il  y  cor- 

rcspondune  période  de  temps  /„  = 

Considérons  d'abord  le  mouvement  angulaire  de  Taxe  (]  ou  axe  du 
corps.  Le  cosinus  de  l'angle  CZ  (97)  est  une  fonction  doul)lenient  pé- 
riodique, dont  une  période  seule  intervient.  L'angle  (JIZ  reprend  donc 
la  même  valeur  à  la  fin  de  cliaque  période  de  temps. 

Considérons  maintenant  l'angle  ^J;  que  l'intersection  des  plans  .VB 
et  XY  fait  avec  Taxe  X.  Cet  angle  est  donné  par  la  formule 


:.'-<l'  =  . 


cosCX  -t-  «  cosCY 
cosCX  —  j  cosGY 


On  voit  par  là  qu'à  cbaquc  période  de  temps  l'angle  ',[/  se  reproduit, 
augmenté  d'une  constante  ']>„,  de  telle  sorte  que  les  fonctions  double- 
ment périodiques  de  seconde  espèce  cosCXdz  icosCY  admettent  les 
nudtiplicatcurs  c^'^'  correspondant  à  la  péi'iode  2w. 

Ces  deux  angles  CZ  et  vp  définissent  complètement  le  mouvement 
angulaire  de  l'axe  C  du  corps.  C'est,  comme  on  voit,  un  mouvement 
varié,  mais  qui  coïncide  périodiquement  avec  wnc  rotation  uniforme, 

de  vitesse  "^>  autour  de  l'axe  Z. 

Envisageons  actuellement  le  mouvement  de  l'origine  des  axes  mo- 
l)iles  ou  cenlJ'c  du  corps.  La  coordonnée  Z  est  représentée  par  une 
fonction  (  io3 )  qui  se  reproduit,  à  chaque  période  de  temps,  augmentée 
d'une  constante  Z^.  Les  deux  quantités  X±  jY  se  reproduisent  mnl- 


MOUVEMENT    d'uN    SOLIDE    DANS    UN    LIQUIDE.  Hc) 

lipliées  chacune  par  une  constante;  mais,  comme  on  l'a  vu,  ces  fonc- 
tions ont  les  mêmes  multiplicateurs  respectivement  que 

cosCX  rb  /cosCY, 

c'est-à-dire  c^''^-.  Le  mouvement  du  contre  est  varié,  mais  coïncide 
périodiquement  avec  un  mouvement  hélicoïdal  uniforme,  dont  Taxe 
est  Z  et  dans  lequel  au  temps /o  correspond  une  progression  Z„,  paral- 
lèle à  Taxe,  et  une  rotation  ']/„  autour  de  cet  axe. 

En  réunissant  les  circonstances  relatives  au  mouvement  angulaire  de 
faxe  et  au  mouvement  du  centre,  je  conclus  que  le  mouvement  de 
Taxe  lui-même  coïncide  périodiquement  avec  un  mouvement  iiéli- 
coïdal  uniforme,  ou  mieux  se  compose  de  ce  mouvement  et  d'un  mou- 
vement périodique. 

Considérons  enfin  l'angle  <p  que  l'intersection  des  plans  AB  et  X^ 
fait  avec  Taxe  A  du  corps.  Cet  angle  est  donné  par  la  formule 

, ,_  cos  ÂZ  -{-  /  cos  BZ 


cosAZ  —  <  cosBZ 


Les  deux  fonctions  cosAZ  rt  /cosBZ  (98)  ne  sont  pas,  suivant  l'ac- 
ception ordinaire,  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  sauf 
si  l'exposant  ^  est  un  nombre  entier.  Mais,  dans  tous  les  cas,  elles  ont 
toujours  la  propriété  de  se  reproduire,  à  chaque  période,  multipliées 
par  des  facteurs  constants.  L'angle  o  se  reproduit  donc,  à  chaque  pé- 
riode de  temps,  augmenté  d'une  constante  0».  Cette  circonstance, 
jointe  aux  précédentes,  permet  de  tirer  la  conclusion  que  voici  : 

Le  mouvement  du  solide  se  compose  :  1°  d'an  mouvement  héli- 
coïdal uni/orme  autour  de  l'axe  Z;  2°  d'une  rotation  uniforme 

(à  vitesse  — )  autour  de  l'axe  du  corps;  "i"  d'un  mouvement  pério- 
dique (à  période /„). 

Enuméralion  des  conslari/es.  Homogénéité. 

Dans  la  suite  des  calculs  qu'on  vient  de  parcourir,  il  importe  de  ne 
pas  perdre  de  vue  les  constantes  primitives  et  leur  liaison  avec  celles 
qu'on  a  été  conduit  à  mettre  en  leur  place. 
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Les  COUS  tan  les  données  sont  au  nombre  de  dix,  savoir  :  i°  les  six 
coefficients  de  l'expression  de  la  force  vive  (yS)  p^p',  q,  ^',  '■,'"; 
■1°  les  quatre  constantes  d'intégration  /,  m,  n,  y^  (72),  (yS)  cl  (■j-i). 

Dans  nos  formules,  on  voit  figurer  implicilemcnt  les  deux  invariants 
des  fonctions  elliptiques  et  explicitement  les  trois  arguments  constants 
i-,  «,  h.  I^es  arguments  a,  et  h^  peuvent  être  omis  comme  déterminés 
par  les  précédents.  Ce  sont  donc  là  cinq  constantes. 

La  constante  d'homogénéité  p  peut  être  omise  comme  entièrement 
arbitraire,  ou  bien  on  peut  encore  observer  que  les  fonctions  ellipti- 
([ues  interviennent,  dans  toutes  les  formules,  avec  la  lettre  p,  de  manière 
(jue  l'homogénéité  soit  respectée  :  toutes  les  combinaisons  qui  s'olTreiit 
sont,  à  ce  point  de  vue,  du  degré  zéro,  chaque  argument  étant  censé, 
ainsi  que  p,  du  degré  i . 

Avec  ces  cinq  constantes  elliptiques,  les  formules  présentent  cinq 
autres  constantes  que  nous  pouvons  distinguer,  savoir  a,  y»  0,  ô,  0|- 

Nous  allons  reconnaître  que  ce  second  système  de  dix  constantes  dé- 
termine complètement,  et  sans  ambiguïté,  le  premier.  Dans  le  para- 
graphe suivant,  nous  établirons  le  résultat  inverse. 

En  premier  lieu,  au  moyen  des  cinq  constantes  elliptiques,  on  dé- 
termine m,  —  >  avec  les  constantes  auxiliaires  m, ,  A,  s,  par  les  formules 
.'3 

(84  )  et  (90),  que  nous  transcrivons  ici  : 

■i\m  =  p(  r„  —  r,,), 


2  Vt h-  -}-/«,  =  p(  r,,^  —  Zi,J, 

s\,nt  =  !,  p-[,p^  +  pn  —  p{  a  ■+-  c)  —  j)(  h  +  i')  |, 

L'exposant  ^,  qui  figure  dans  les  formules  (98),  est  déterminé  j)ar 
ces  quantités,  puisqu'on  a  (94) 

Les  constantes  auxiliaires  /«,.  //,,  .?  sont  liées  aux  constantes  primi- 
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tives  par  les  relations  (80)  et  (85) 

pm  -'riqn-\-  r' y\  —  / 

ni ,  — -, — '■ > 

P-P 

h-   -2.  'f~'l'  V 

"73 


s/r(p'  —  p) 


Quant  aux  constantes  que  nous  avons  distinguées  clans  les  formules, 
voici  leurs  expressions  (94),  («oc),  (io4)  et  (io5) 


'  L  4j3      J        '■        8  25' 


nsJ/ii 
'  '7-3 

~  \'r{p'-p)  ~  ^' 
^  =  ^  ^P""  +  "?"  ~  -  ^'^^P'  -  P)l 

Par  les  cinq  premières  constantes  sont  déterminés,  nous  venons  de 

le  voir,  \/m,  -^5  m,,  /«,.?.  Maintenant,  au  moyen  de  0,,  est  déterminé/., 

et,  par  conséquent,  n.  Au  moyen  de  0  et  y,  sont  ensuite  déterminés  /• 
ri  q,  puis  q'  par  la  relation 

h  =  2ry,(//—  q)¥. 

lùilin  /■'  est  déterminé  au  moyen  de  a,/j  et  p'  au  moyen  de  .s-  cl  0, 
/  au  moyen  de  /«, . 

Il  est  donc  établi  que  la  connaissance  complète  du  mouvement  du 
corps  entraîne  aussi  la  connaissance  des  constantes  qui  linurcnl  dans 
les  équations  difTércntiellcs  et  les  intégrales. 
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11  n'en  sérail  pas  de  même  si  Ton  connaissait  seulement  la  rotation 
du  corps,  non  sa  translation. 

El  d"abord,  il  est  évident  que  la  connaissance  de  la  rotation  ne  peut 
entraîner  la  connaissance  d'aucune  longueur.  Par  conséquent,  la  rota- 
lion  ne  peut  déterminer  que  des  combinaisons  de  degré  zéro  entre  les 
constantes,  ce  qui  en  réduit  le  nombre  d'une  unité.  En  outre,  S  et  S, 
n'interviennent  pas  dans  les  formules  de  rotation.  La  rotation  dépend 
donc  seulement  de  sept  constantes,  et  c'est  ce  qu'en  effet  on  reconnaîtra 
plus  loin. 

Il  est  aisé  de  trouver,  à  ce  point  de  vue,  les  degrés  des  diverses  con- 
stantes. 

Par  rapport  à  l'unité  de  longueur,  la  force  vive  est  homogène  et  du 
degré  2,  les  vitesses  U,  V,  W  sont  du  degré  i,  les  vitesses  de  rotation 
P,  Q,  R  sont  du  degré  zéro.  Il  en  résulte  pour  x,,  x.,,  x^  le  degré  i, 
pour ^', ,  J'j.  J'3  le  degré  2,  pour  j5,  p'  le  degré  zéro,  pour  q,  q'  le  degré 
—  r ,  pour  /■,  /•'  le  degré  —  2.  Les  degrés  des  autres  constantes  en  ré- 
sultent, savoir 

/.      w.      n,      /il,.     Il,     —,      s,      0,      0,      0|,      a,     y,      |3. 
2,      2,      3,      2,       I,       I ,      I,     I ,     I ,      o,      1 ,     1,0. 

Si  les  arguments  elliptiques  sont  considérés  comme  de  simples  nom- 
bres, p  est  une  longueur. 

E.rpression  des  cléments  elliptiques  en  fonction  des  données. 

Pour  avoir  plus  de  symétrie  dans  les  formules,  j'emploie,  au  lieu  de 
m,  nii,  n,  h,  les  notations  suivantes  : 


fioG)     {^=v,,         —  =  V,         \m  —  a,         \^Ui^  +  m,  =  u.,. 

Ces  quantités,  ainsi  que  s,  sont  toutes  des  longueurs. 
Par  leur  emploi,  le  polynôme  (81),  divisé  par  f(fi' —  p),  s'écrit 
ainsi 

(xl  +  4v,  a:,  —  a':;  +  4v'  '^  (x;  —  a=')  -i-  s-  (x^  —  v)-. 
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Pour  faire  disparaître  le  second  terme,  on  pose  0^3=^  —  v;  le  po- 
lynôme devient 

(/-+  2v,j  +  v,  —  |Jt.^)(/^  —  2v,y-l- v^  —  p.-')  +  s'^iy  —  V  —  V,)-' 

et  doit  être  identique  à  cet  autre  (03) 

y'  -  6p'pç.y^+]p-\p'i-.y  4-  p^(-,-  3p^r). 

De  la  comparaison  se  tire  immédiatement 

(  I  o~  )  Op"  J)  ('  =  2  v^  -f-  [>■'-+-  [J-'i  —  -V", 

{loS)  2p'j)'t'  =  v,(  li.^  —  [J.M  —  .v-C'v  +  V,), 

et  cette  combinaison,  qui  servira  plus  loin, 
(  1 09  )  '        =  '.  ('  2  v';;  -h  it.-  ■+-  a';  —  .v^  f 

(        —(v;  — F )('■''"  i^')  —  «^('^  +  V,)-. 

Par  le  théorème  d'addition,  on  a 

pa  +  p{a  +  .)  +  pv  =  -^  ('l^-j   -  ::■:,. 
Mais,  d'après  (84), 

p^„  =  yj/n  +  I A  =  V,  -H  [J. ; 
j'ai  donc,  au  moyen  de  (107), 

P'[P«  +  P(«  +  0]  =  êK^v.  +  5[x)  (2v,  +  |j.  )  _  .v=  ^  a;  I, 
tandis  que  l'égalitc  (88  a)  donne 

p-[pa  -  p(a  +  v]  =  siii.  -  v). 

Voici  donc  connus  jja  et  j)(a  +  c).  Il  suffit  de  changer  les  signes 
devant  s  et  u.  pour  changer  a  en  b.  J'ai  donc  aussi 
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Par  le  ihéorèmc  d'addition,  on  a 

p' a  +  ,p'(rt  +  f)  j )' a  —  ,p' (■  __  jVfl  —  p'(<7  +  !■)—  ap'r 

~'""^    p«— ji(«+  (■)'   ~    p«  — JM'    ~    j-irt  4- p(« -+-(•) -2j>c  ■ 

En  remplaçant  ici  p^^  par  v,  4-  p.,  on  conclut 
?'[,P'«  +  jy(a  +  (')]=  2.s(u.  -  v)([i.  -f-  V,), 

?"[p'«  -  p'(«  +  f)]  =  *n>  -  ^)  +  [^(f  -  [^i;)  +  4v,  [i.([i.  +  V,), 

et  semblablcment 

p''[,p7/  +  ,P'(^  +  '')]  =  ~  2.y([Ji.  -Hv)(y.  — V,), 

f'I'.P''''  -  P'{l'  +  ^')'\  =  -  s-{\^  +  ^)-  V-i'/---  [/.')  +  4v,p.(lJ.- V,). 

Des  calculs  tout  analogues  donnent  les  fonctions  p  et  j)'  pour  les 
arguments  a,,  ^,  ;  mais  nous  n'en  aurons  pas  besoin.  II  nous  faudra 
bientôt  connaître  les  mêmes  fonctions  pour  les  deux  arguments 

t"o  =  — («  +  ^  +  (')'  i',  =  a  —  h. 

Le  calcul  n'offre  aucune  difficulté  par  le  moyen  des  formules  pré- 
cédentes; il  donne  lieu  à  des  réductions  remarquables.  Je  transcris 
seulement  les  résultats 


(un) 


(.II) 


2     P 

*-+-'•)—  P« 

2     1^ 

' 

P  £1 

2     J' 

«  +  i')  —  p'b 

= 

-f^ 

I 
2 

2     prt— p6 

= 

[X-h 

2 

P  J- 

'(<7  4-  (' 

)  +  ,?'(*+«') 

= 

-p- 

I 

-f-    - 
2 

2 

n«-t-'' 

)  — jn^-Hi') 

•^J 

P'(P' 

0 -J5  (■•)  =  - 

v; 

-? 

|J.- 

(.,2)      p^jyr„  =  v,s(p  +  :^)+i^(|x^_[x;-4-.9^- 
(■i^-)  p'p'r,  =v,s(v  +  v,)-f-;;.?(p.»-  jx;). 
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Je  nai  pas  calculé  les  invariants  des  fonctions  elliptiques.  Ils  sont 
surabondamment  détçrminés  par  ce  qui  précède.  En  général,  cjuand 
on  donne  les  fonctions  p  et  p'  pour  trois  arguments  différents,  les  in- 
variants s'en  déduisent  au  moyen  de  la  relation 

p'^-u  =  ^,p'u-  g,pu-g„ 

employée  successivement  pour  chacun  des  trois  arguments. 

Dans  le  paragraphe  précédent  on  a  vu  cjue  les  cinq  constantes  ellip- 
tiques déterminent  un  groupe  de  cinq  constantes  du  problème,  préci- 
sément 5  et  les  constantes  (loG)  employées  ici.  On  voit  maintenant  cpe 
la  réciproque  est  également  vraie.  Conséquemment,  les  formules  du 
mouvement,  trouvées  ici,  sont  propres  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se 
présenter. 

Discussion  des  formules. 

La  discussion,  que  je  vais  faire,  a  pour  but  de  préciser  la  nature 
des  constantes  en  distinguant  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Dans  tous  les  cas,  la  constante  m  est  positive  et  la  variable  JC3  ne 
peut  acquérir  cjue  des  valeurs  comprises  entre  — \m  et  -\~\in  ;  c'est  ce 
qui  résulte  de  l'intégrale  (73).  D'autre  part,  la  même  variable  x^  doit 
prendre  des  valeurs  qui  rendent  positif  le  polynôme  (81) 

Y{x\)^  r(p'  —  p)(m,  —  lix-i—  x'l)(m  —  x;)  ~  r-(n  —  y.x^f, 

tandis  que  les  valeurs  x.j  =  dz  \jm  rendent  ce  polynôme  négatif.  Il  y  a 
donc  toujours,  entre  — \'m  et  -f-ym,  au  moins  deux  racines  réelles 
de  F;  c'est  entre  ces  deux  racines  qu'oscille  la  variable  x^. 

Je  distinguerai  trois  cas  principaux,  suivant  le  signe  de  ( p  —  p)  et 
du  discriminant  A. 

I-  P'-P>^- 
D'après  l'égalité  (7g  ), 

y\+yi=  ^^-y^  (m,-  h  X,  —  x;  ) , 
les  valeurs  que  prend  x^  rendent  négatif  le  polynôme  /, 
y,  =  x'I  -+-  hx^  —  r?i,. 

Journ.  de  Math.  (4'  siriei,  tome  IV.—  l'asc.  I,  1888.  9 
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Eli  cffcl,  //  — /?  est  suppose  positif  el  /■  est  positif,  on  l'a  déjà  fait 
o)jser\er,  coiiune  étant  le  coefficient  d'un  carré  dans  une  forme  quadra- 
tique positive  T,  la  force  vive.  11  en  est  donc  de  /,  comme  du  po- 
lynôme /■ 

ses  racines  sont  réelles  et  comprennent  entre   elles  les  deux  racines 
de  F  entre  lesquelles  oscille  x\. 

Le  coefficient  de  xl,  dans  F,  est  positif.  Le  polynôme  F  est  négatif 
pour  les  valeurs  de  ^3  égales  aux  racines  de  /et  de/, .  Donc  F  a  deux 
autres  racines  réelles,  comprenant  entre  elles  les  quatre  racines  de  / 
et  de  /,.  Soient  x',  x",  x'",  x"  les  racines  de  F;  on  aura  ainsi 

r'  <  ^ <  ^"  <  ^-"  <  <  •'•■% 

et  X3  oscille  entre  les  deux  racines  moyennes  x",  x'" . 

Les  c[uatre  racines  de  F  étant  réelles,  le  discriminant  est  positif.  En 

outre   (')  (2w'  étant  la  période  imaginaire),  u -{ w'  varie  d'un 

multiple  impair  à  un  multiple  pair  de  la  demi-période  réelle  co,  quand 
ï-j  varie  de  x'"  à  x" .  La  relation  précise  entre  t  et  u  doit  s'écrin 


re 


(1,4)  ;<  =  w'-  -  +  i^^ 

de  manière  que  l'origine  des  temps  corresponde  à  ar^  =  x".  Cette  indi- 
cation est  placée  ici  uniquement  pour  montrer  comment  on  peut,  si 
on  le  désire,  préciser  entièrement  les  arguments.  Il  est  également 
permis  d'ajouter  à  u  et  v  des  périodes  à  volonté;  en  tous  cas,  u  est  réel 
sauf  un  multiple  impair  dew'.  Pour  mieux  préciser,  nous  continuerons 
à  faire  les  premières  suppositions,  qui  ne  nuisent  en  rien  à  la  géné- 
ralité. 

Les  arguments  a  et  6  correspondent  aux  racines  de/(83),  qui  sont. 
Tune  entre  x'  et  x",  l'autre  entre  x'"  et  x" .  Ces  arguments  ont  donc  les 

(')   Traité  des  fonctions  elliptiques,  \i.  129. 
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formes  ci-après  ('),  sous  la  supposition  que  sjm  soit  pris  positivement 
dans  les  formules  (83), 


(II))  a  = h  /a",  6  = h  w  -I-  ib", 

a"  et  b"  étant  réels.  De  même,  pour  a^  et  h^, 

(  1 1 (>)  «,  = h  /a, ,  b,  =  —  — h  oj  -f-  /6', . 

Suivant  les  égalités  (G2)  et  (GG),  on  aura 

a"  +  a'i  ^^  b"  +  ^",  =  2  c", 

('          .  „                ,         .  a".  —  a" 
C  = h  «C  ,  a  =:  i  -J > 


('  .  „  , ,        ■  b,  —  b 

w  =       — \-  ic  ,  a  ^  i  ~ 

2  2 

En  prenant  arbitrairement  les  deux  arguments  purement  imagi- 
naires a',  //,  dont  les  fonctions  p  sont  réelles,  puis  c  -\ —  purement 

imaginaire  et   arbitraire,   on  déterminera,    par    la   relation    harmo- 
nique (G7),  pw  conjugué  de  pc\  il  en  résultera,  pour  «',  la  forme 

; — h  /c",  celle  de  c  étant h  ic".  De  cette  manière,  o,  b,  a,,  />,,  v 

auront  bien  les  formes  ci-dessus. 

Résumons  les  caractères  que  nous  venons  de.  mettre  en  évidence  et 
(jui  ne  se  reproduiront  dans. aucun  des  autres  cas;  joignons-y  ce  qui 
concerne  les  autres  constantes,  et  concluons  ainsi  •.prenant  des  fonc- 
tions elliptiques  à  discriminant  positif  ;  v  réel;  u,  a,b,a^^b^  sous  les 
formes  (i  14),  (i  i5)  et  (i  iG);  les  constantes  0,  0,  0,  réelles  et  a,  y 
purement  imaginaires,  on  aura  la  représentation  du  mouvement 
dans  l'un  quelconque  des  cas  où  (p'  —  p)  est  positif  . 

(')  Loc.  cit. 


6S 


II.  p'  —  p  <  o,         A>o. 

Le  polynôme  F,  dans  ce  cas  encore,  a  quatre  racines  réelles.  Su[)- 
posons  CCS  racines  dénommées,  comme  (ont  à  Theure,  x',  .r",  jf\  .v"  et 
rangées  ainsi  par  ordre  de  grandenr,  mais  dans  Voirli-c  croissa/il  ou 
décroissant.  La  variable  .r,  reste  comprise  entre  deux  des  racines 
extrêmes,  x'"  et  x" .  Les  deux  quantités  ±\Jm  sont.  Tune  au  delà 
de  x'\  l'autre  soit  entre  x"  et  x'\  soit  en  deçà  de  x' .  De  là  deux  cas 
fort  distincts. 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  /  est  positif  quand  x^  est  compris  dans 
riiilervalle  x  x\  intervalle  où  F  est  positif.  Comme />'  —  p  est  négatif, 
il  faut  que/,  soit  négatif  dans  cet  intervalle.  II  s'ensuit  que  les  racines 
(Ir  /',  sont  réelles  et  comprises,  l'une  entre  x"  et  x'\  l'autre  en  deçà 
de  x' . 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  celui  où  les  deux  racines  de  /', 
c'est-à-dire  ±\'i/i,  comprennent  entre  elles  les  quatre  racines  de  F, 
les  racines  dey,  peuvent  être  imaginaires.  Si  elles  sont  réelles,  elles 
sont  toutes  deux,  en  même  temps,  ou  bien  entre  x"  et  x"\  ou  bien  au- 
delà  de  x",  ou  bien  en  deçà  de  x'. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  comment  on  pcnit  choisir  les  arguments  a, 
b,  a^.,  />,  pour  que  les  formules  correspondent  à  un  quelconque  de  ces 
cas.  On  y  parvient  immédiatement  au  moyen  d'une  discussion  faite 
dans  mon  Traité  des  Jonctions  elliptiques,  p.  127-129,  et  d'ailleurs 
très  facile. 

En  premier  lieu,  c  est  réel  et  u  a  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 
suivantes  (qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  si  l'on  altère  r  d'une  période) 


u  = ^  '  h  f^ 


u  =—    -  -i-  LO  -{-  l  ^,  t, 

OÙ  0'  est  réel. 

Premier  cas  :  L'une  des  deux  quantités  ±sj m  est  dans  l'intervalle 
{x" x").  —  En  ce  cas,  l'un  des  arguments  a,  b  est  réel,  l'autre  égal  à 
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±  w',  plus  une  quantité  réelle;  il  en  est  de  même  pour  «,  et  i,.  Sans 
restreindre  la  généralité,  on  peut  supposer  a  -h  «,  =  Zv  +  /y,  réel.  Alors 
les  arguments  auxiliaires  w  et  c  (G2)  et  (66)  sont  réels;  a'  et  0',  Fun 
réel,  l'autre  réel  ±  co'.  On  obtient  donc  les  formules  propres  à  ce  cas 
en  prenant  les  termes  de  la  proportion  harmonique  (67)  de  telle 
sorte  que  p  u',  pc  et  pa'  ou  p  b'  soient  tous  trois  supérieurs  à  e^  et  que 
le  quatrième  ph'  ou  pa'  soit  compris  entre  e,  et  e^.  L'argument  u 
a  l'une  des  formes  (i  17),  les  constantes  ô,  S,  S,  sont  purement  ima- 
ginaires^ Cf.  et  Y  réelles. 

Deuxième  cas  :  Les  deux  quantités  ±  \fm  comprennent  entre  elles 
les  quatre  racines  du  polynôme  F.  —  En  ce  cas,  les  trois  arguments  «, 
i,  V  sont  réels.  Les  arguments  a,  et  b^  sont  des  imaginaires  quelcon- 
ques si  les  racines  de  y",  sont  imaginaires;  ils  sont  ou  tous  deux  réels, 
ou  tous  deux  réels  ±  co'  si  les  racines  de  /,  sont  réelles.  C'est  ce  qui 
résulte  de  la  discussion  ci-dessus,  relative  aux  places  (pie  peuvent  oc- 
cuper les  racines  de  /, . 

Il  s'agit  de  trouver,  de  la  manière  la  plus  générale,  les  arguments 
a,  b,  a,,  i,,  (■,  pour  satisfaire  ainsi  aux  conditions  (^6)  et  (67).  Po- 
sons, à  cet  effet, 


(.18} 


"'o=K  w  —  c  —  a'-\-b')  =  ^(  V ->!- a -- b  ), 
u\=r,{  —  w  -\-  c  —  a'  +  b')  —  T.{—  V  +  a—  b  ), 
f'„  =  \(—  w  —  c  -^  a  -i-  b')z^^{—  V  —  a  —  b  ), 
''')=f(      w  +  c -\- a' +b')  =  {{      f4-a,4-A|). 


Il  en  résulte 

"0  ~  '-'o  =  ''f'  —  a-,  ii\  —  c',  =  —  (tv  -h  a'), 

"(i  +  t'I  —  —  (c  —  b'),  u\  4-  v\  =  c  -\-  b' , 

"0  —  '''1  =  —  (f  +  «',),  "',  —  v'^=  c  —  a, 

"ô  +  ^\  =  "'  +  ^>'y  "'1  -^  ^o  =  —  (^'t'  —  l>')- 

La  forme  sous  laquelle  est  exprimée  la  quantité  X  (p.  4i)  reste  donc 

inaltérée  si  les  arguments  «„,  ?/',,  v„.,v\  remplacent  respectivement  w, 
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c,  a',  b\  el  l'on  a,  entre  leurs  fonctions  p,  la  relation 

fur)-)        (pu,-  p  (•;,  )  (  J)  u\  -  p  r',  )  +  (  p  u\  -  p  r;, }  (  p  u\  -  j)  c',,  )  =  o. 

Puisque  a,  b,  v  sont  réels,  u\^  u\,  p„  sont  réels  aussi.  On  devra  donc 
prendre  j3z/„,  pu^,  pv\,  réels  et  supérieurs  à  e,,  quelconques  d'ail- 
leurs. Le  quatrième  terme  pv\  en  résulte.  Il  est  réel.  Les  arguments  «, 
et  b^  sont  alors  déterminés  par  les  deux  égalités 

a,  —  b,  ^  b  —  a,  a,  -i-  b,  =  2r|  —  i\ 

Si  pi'\  est  supérieur  à  e,,  p',  est  réel,  a,  et  b,  sont  réels  aussi.  Si 
pv\  est  entre  Cj  et  e,  ou  inférieur  à  Cg,  <^',  est  purement  imaginaire  ou 
purement  imaginaire  à  une  demi-période  réelle  près  ;  alors  a,  et  —  b, 
sont  imaginaires  conjugués;  si  pv\  est  entre  e.,  et  c\,  i\  est  réel  sauf 
une  demi-période  imaginaire  et  a,,  i,  sont  réels  ±  co'. 

On  voit  ainsi  que  les  trois  particularités,  relatives  aux  racines  de  /, , 
signalées  plus  haut  se  retrouvent  nettement  :  on  obtient  les  formulcK 
propres  au  cas  envisagé  ici  en  supposant  a,  b,  a,,  b,,  ç  déterminés 
par  les  arguments  auxiliaires  u^,  u\,  ('„,  v\(^ii^),  dont  les  trois  pre- 
miers sont  réels  el  le  quatrième  déterminé  par  la  /-elation  (i  ic)). 
Les  constantes  0,  o,  o,  sont  purement  imaginaires,  a  et  y  réelles; 
u  a  la  forme  (i  17). 

III.  p'  —  p<^o,         A<^o. 

Le  discriminant  étant  négatif,  le  polynôme  F  a  seulement  deux  racines 
réelles  .r',  x",  comprises  toutes  deux  entre  \!m  et  —  \  m.  Le  trinôme  y, 
a  ses  racines  ou  imaginaires,  ou  bien  réelles  et  ne  conqnenant  pas 
x\  x"  dans  leur  intervalle.  Les  arguments  propres  à  ce  cas  se  trouvent 
par  les  mêmes  formules  que  pour  le  dernier  cas  ;  mais  il  ne  faut  pas 
oublier  que  le  discriminant  des  fonctions  elliptiques  est  négatif  :  les 
arguments  u,,  u'o^'a  sont  réels,  leurs  fonctions  p  supérieures  à  c^; 
suivant  que  pv\  est  supérieur  ou  inférieur  à  Cj,  les  racines  de  /,  sont 
réelles  ou  imaginaires.  Les  constantes  0,  §,  S,  sont  purement  imagi- 
naires, a  et  Y  réelles,  u  -\ —  est  purement  imaginaire. 
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Ici  se  lermine  la  discussion  que  j'avais  en  vue.  J'ai  distingué,  au 
début,  les  divers  cas  possibles  relativement  aux  racines  de  F,/,/,,  et 
j'ai  trouvé,  pour  cbacun  de  ces  cas,  les  caractères  distinctifs  par  rap- 
port aux  fonctions  elliptiques  employées  dans  les  formules. 

Décomposition  de  la  rotation. 
Dans  les  formules  (loi),  (98)  et  (97)  qui  donnent 

cosCXzh /cosCY,     cosAZ  ±: /cosBZ     et     cosCZ. 
mettons,  au  lieu  de  a,  r,  a,  b,  les  notations  suivantes  : 


(120) 


v  =  «,  +  Wo, 

On  a  alors  les  formes  suivantes  : 
,'  cosCX+«cosCY 


n 


(121) 


cosCX  —  /cosCY 


".±"A,(I-î''0" 


('22) 


1  E,  3';/„3'ro3'«,  o-Ci 

/  cosAZ  -I-  /cosBZ 

1  3'«(,  ^'l'o  î'Wi  ÏC,   L  3'(/  J      11         \  2  / 

j  cosAZ  —  /  cosBZ 


Eo'Koa'c„a'M,:rr,  L3'((/  +  r)        J    11^ 


2  ÇHo-t- 2?;/,  —     >    : 2 

(i23)     cosCZ  = -— ^ ? 


TO  HALPHEN. 

Ces  formules  coïncident  avec  celles  que  Ton  a  vues  plus  liaul  dans  la 
composition  des  tricdres.  Il  n'y  a  qu'un  changement  dans  les  notations. 
Si  l'on  met  A,  B,  CetX,  Y,  Z  au  lieu  dex,.y,,z,  et  .ro,  }'„,  z„,  qu'on 
pose,  en  outre, 


(,2_'|) 


(F^M" 


les  formules  qui  donnent  cosCZ  el  cosAZ±/cosBZ  coïncident  de 
[)art  et  d'autre  (97),  (98)  et  (21),  (i5),  (iG).  Celles  aussi  qui  donnent 
cosCX  =t  j'cosCY,  déduites  des  précédentes  par  le  changement  des 
indices,  présentent  la  même  coïncidence.  Comme,  d'autre  part,  les 
systèmes  d'axes,  dans  les  deux  cas,  sont  congruents,  la  coïncidence  des 
formules  permet  de  conclure  à  la  coïncidence  des  figures. 

La  rotation  du  corps  solide  est  donc  effectivement  décomposée  en 
deux  autres  plus  simples  M^,  ]\I,,  représentées  par  des  fonnules  ana- 
logues à  celles  des  mouvements  à  la  Poiusol,  et  nous  allons  examiner 
celte  décomposition. 

r/argument  ?/„  varie  proportionnellemenl  au  temps,  puisqu'il  dif- 
fère de  u  par  le  signe  seulement  (1  20).  De  plus,  Cq  est  une  exponen- 
tielle du  premier  degré  en  «„.  Donc  Mj  est  précisément  un  mouvemenl 
à  la  Poinsot.  Toutefois  ce  mouvement  n'est  réel  que  si  le  discriminant 
est  positif,  la  variation  de  ?/„  réelle  et  si  v,,  est  purement  imaginaire  à 
un  nuiltiple  impair  de  la  demi-période  réelle.  Ces  conditions  sont  elTecli- 
vcmenl  satisfaites  dans  un  cas,  le  premier  de  ceux  qui  ont  été  discutés 
plus  haul,  celui  où  [p'  —  /))  est  positif.  Dans  le  cas  opposé,  la  décom- 
position n'est  point  réelle,  cl  c'est  un  fait  bien  digne  de  remarque, 
quoique  sans  intérêt  cinématique,  que  la  décomposition  d'un  mouve- 
ment effectif  en  deux  mouvements  imaginaires.  C'est  donc  pour  le  seul 
casp'  — p|>o  que  nous  étudierons  la  décomposition. 

Quand  la  constante  [B  est  nulle,  C,  est  aussi  une  exponentielle  du 
premier  degré  en  w,  =  ;/-+-  r,  el  la  variation  de  u,  est  proportionnelle 
au  temps.  En  ce  cas,  M,  est  aussi  un  mouvement  à  la  Poinsot.  Mais, 
engénéral,  décomposons  C,  en  deux  facteurs,  dont  l'un  soit  une  expo- 
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ncnlielle  du  premier  degré.  En  prenant  seulement  ce  dernier  fadeur, 
nous  aurons  un  mouvement  à  la  Poinsot  M',,  dans  lequel  les  axes  X,, 
Y,,Z,,  différents  de  A,  B,  C,  seraient  les  axes  mobiles,  lies  au  plan 
roulant.  Pour  amener  ces  axes  en  coïncidence  avec  A,  B,  C,  il  suffira 
de  les  faire  tourner  autour  de  Z,  d'un  angle  Y,  tel  que  e''*'soil  égal  au 
facteur  négligé  dans  C,. 

Soient,  en  efTet,  a,  b,  c  les  axes  fixes  auxquels  on  rapporte  le  mou- 
vement de  X|,  Y,,  Z,  et  tj;  l'angle  que  l'intersection  des  plans  ab  et 
X,  Y,  fait  avec  X,  ;  on  a 

/       r\                                         o,,|,              coscX, -h  J  coscY, 
(125)  ^='*= — ! : ~'. 

coscXi— jcoscY, 

Soit  C'i  le  facteur  pris  d'abord  dans  C,  pour  composer  un  mouve- 
ment à  la  Poinsot.    D'après  les  formules  (i)  du  début,  changer  C\ 

en  C,,  c  est  multiplier  coscX,  -i-  «  coscY,  par  ~  et  coscX,  —  /coscY, 

'-'1 
par  le  facteur  inverse.  C'est  donc,  d'après  la  dernière  formule  (i2,5), 

multiplier  e--'^  par  (r^)  '  ou  augmenter  ■\i  d'un  certain  angle  H' 

,ii- _  C,  . 
^     ~  C,' 

c'est  donc  faire  tourner  les  axes  X,,  Y,,  Z,  autour  de  Z,  d'un  angle  Y 
dans  le  sens  positif. 

Soit  X  une  arbitraire;  prenons 

(124a)  .C,  ^E^?*^^""^ "^ """'"■; 

il  en  résulte  (124) 

et,  par  suite. 

Exprimant  z  par  cosCZ  (i23)  et  introduisant  (//  au  lieu  de  (/u,  j'en 
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conclus 

<:/>!•  _  p?  (:r„  —  zi,)  cosCZ  -^  z-„  +  :■/,  a  —  y.  —  ^ 

Je  mets  inainleaanL  Z,Z  au  lieu  de  CZ,  les  deux  axes  Z,  et  C  coïn- 
cidant, et  j'ai,  pour  la  vitesse  de  rolalion  considérée, 

^'  =  McosZ,Z  +N, 

avec  cette  expression  des  deux  constantes  M,  N 

(■20)  M^{'t^^{z,.-=,), 

(-7)  N  =  ^^(...r,)^-^-=;^- 

Il  est  manifeste  cjue  les  deux  mouvements  M„,  M',  concordanis  sont 
tout  à  fait  arbitraires.  Etant  donnés,  ils  déterminent  les  invariants, 
les  arguments  a,  ^,  e  et  les  constantes  y,  /.  +  s.  Si  Ton  [ireiTait  arbi- 
trairement M  et  N,  les  constantes  [3  et  a  se  trouveraient  déterminées. 
Mais  d'abord  l'arbitraire  x  n'influe  pas  sur  le  mouvement  résultant  et, 
sans  restreindre  la  généralité,  on  pourra  la  prendre  de  manière  à  faire 
évanouir  N.  En  second  lieu,  [3  ne  peut  être  quelconque;  cette  constante 
est  déterminée  par  les  autres  données.  Voici  donc  la  conclusion  : 

Par  rappoi'l  à  des  oxes  fixes  cr,  />,  c  (axes  de  syniélrie  de  deux 
ellipsoïdes  ou  hyperholoïdes)^  deux  systèmes  d'axes  X,  Y,  Z  et  X,, 
Y|,  Z,  sont  animés  de  deuv  mouvements  à  la  Poinsot  eoncordants. 
Un  auli-e  système  A,  B,  (1,  où  l'axe  C  coïncide  avei-'L^^  est  animé 
autour  de  Z,,  et  par  rapport  aux  axes  X,,  Y,,  d'une  rotation  dont 
la  vitesse  instantanée  est 

-T  =^  M  cosZ,  Z. 

at 

Si  la  ronstanle  M  est  convenablement  choisie,  le  mouvement  re- 
latif de  A,  1j,  (',  par  rapport  à  \,  Y,  Z,  reproduit  la  i-otation  d'un 
solide  dans  un   li(juide  en   l'absence  de  toute  force  accélératrice, 


MOUVEMENT    d'u>'    SOLIDE    DANS    IN    LIQUIDE.  '^5 

pour  un  quelconque  des  cas  où,  la  force  vive  ayant  la  forme  ("jS ), 
la  quantité  (j)' — p)  est  positive . 

Tel  est  le  théorème,  analogue  à  celui  de  Jacobi  sur  la  rotation  d"uu 
corps  grave  dans  le  vide,  que  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  m'a  fait 
trouver. 

Pour  mettre  ce  théorème  sous  son  vrai  jour,  il  faut  maintenant  dé- 
gager entièrement  des  fonctions  elliptiques  la  solution  des  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

I  °  En  supposant  donnés  les  deux  mouvements  à  la  Poinsol,  trouver 
les  constantes  de  la  rotation  résultante  ; 

2°  En  supposant  données,  au  contraire,  ces  dernières,  trouver 
les  mouvements  composants. 

Détermination  des  constantes  au  moyen  des  mouvements  composants. 

Dans  ce  premier  problème,  on  suppose  donnés  deux  mouvements  à 
la  Poinsot  concordants,  comme  il  a  été  dit  au  §  V.  Les  quantités  sui- 
vantes, qui  s'y  rapportent,  sont  donc  des  données,  savoir  A,  A,  B, 
~^P^'o,  '^'P^n  ''p''"o,  --'p'^-,;  ---pif»,  ■:^pu,,z''p'Uo,  z'p'u,;  -z-pv, 
':'p'p.  Elles  sont  toutes  délinies  par  les  éléments  des  deux  mouve- 
ments, ainsi  que  je  l'ai  expliqué  dans  le  paragraphe  rappelé. 

C'est  au  moyen  de  ces  quantités  que  je  vais  trouver  les  expressions 
des  constantes  de  la  rotation  résultante,  envisagée  comme  étant  celle 
d'un  solide  dans  un  liquide. 

En  premier  lieu,  les  constantes  d'homogénéité  p  et  t  se  ramènent 
l'une  à  l'autre  aisément.  Nous  avons  en  effet  (44)  et  (io5) 

dui  du  p  _         p 

~dt  ~~  '  '^  ITï  ^  V        '  ~  V 

Prenons  les  deux  quantités  A,  B  avec  leurs  expressions  elliptiques. 
D'après  les  égalités  (120),  elles  fournissent  deux  des  constantes  cher- 
chées. On  a  en  effet  (52)  et  (84) 


X=\[(,{a  +  v)-U-l{h^v)  +  Ib]  =  \(z„-  .,)  =  T' 
\  =  \  [-((a  4-  .)  -  la  +  l(b  -H  ^)  -  Vo  -  i-Çv\  =  I  (.-,+  .-,)  =  '-  |. 
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.Fai  déjà  oniployé  les  noLations  siiivanlcs  (106) 


(128)      i/<=v,,         —  =  v,        \m  =  a^         yj\/i^-hni,  =  ij.,. 

Les  rapports  de  deux  de  ces  constantes  à  0  sont  maintenant  connus 
])ar  les  dernières  formules,  savoir  : 

('29)  \ 

Les  rapports  des  deux  autres  ijl,,  v  et  de  la  constante  s  avec  0   se 

trouvent  par  le  moyen   des  quantités  connues  "'■Jîc,   t-jîc,,, le 

déduis  des  égalités  (107)  et  (i  1 1), 

a;  -f-  a-  —  2'/;  =  2p-(2pv,  -f-  pc), 

et,  par  conséquent, 

^  =  {(2B='-  .V)  +  2(2-^pc,  ^-  T^pi.-). 

Prenant  ensuite  les  combinaisons  des  égalités  (108)  et  (i  i'3), 

p-^.îp'r,  +  2v,jyr)  =  (fs--  v;)(a=-  a;)=  p=(jîc,  -  J3c)(u.--  u.;), 
p'(v,  jyc,  +  ^îp'c)  =  (v;  -  ^s^)  (v  +  v,)s  =  p-(pv  -  ,pc,  )('v  +  V,  ).v. 

j'en  conclus 

(.3o)         J"-'jî'r, -hBT'p'r  =  rT=>c,— T^p^•)(p  -  ^)' 

égalités  dont  la  première  donne  t  et  la  seconde  — 

Voici  donc  déterminées  déjà  cinq  constantes  ^j  j->  -j^j  fj  ''M  t)  ' 
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Considérons  maintenant  les  deux  exponentielles  C„  cl  C,  ([ui  achè- 
vent de  caractériser  les  mouvements  composants.  Elles  ont,  on  le  sait, 
les  expressions  suivantes  (33), 


Si  l'on  y  remplace  i/^  par  —  m  et  m,  par  u  -+-  c,  on  voit  que  les  coef- 
ficients de  u,  dans  ces  exponentielles,  sont 


~{  —rt^  -{-z'Ci\]  et  —  -lii-l^  -h-z'Çv,). 


Le  premier  d'entre  eux,  d'après  l'expression  (124)  de  Co  et  d'après 
celle  (99)  de  D,,  doit  être 


Le  second,  d'après  l'expression  (124^)  de  C'^  et  d'après  celle  (91) 
de  D,,  doit  être 


J'ai  donc  les  deux  égalités  suivantes 


(,32)   1=      it'h-l\i:a^lb^i:(a  +  i^)^l(b  +  v)  +  2'ÇvJ, 
(,33)  l  =-  it'-^  --[Çb  -  la  +  'C(^'+  P)  -  lia  +  v)  +  2U\\. 


Les  arguments  a,  b  +  v,  v„  ont  zéro  pour  somme  (120);  de  mènu' 
aussi,  zéro  est  la  somme  des  arguments  b,  a  -+-  v-,  ('„.  D'après  le  théo- 
rème   d'addition   des  fonctions   C,  on   a   donc,    au  moyen  des  éga- 
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lités  (i  lo), 


L'égalité  (i32)  devient  ainsi 

(  '  •'^4  )  i  +  -  ?r  =  '  ^     • 

En  considérant  de  même  />,  —a,  i',,  dont  la  somme  est  nulle,  el 
b  +  (',  —  (o  +  P'),  (',,  dont  la  somme  est  nulle  aussi,  j'ai 

•/-/7  \  '^z  \  r  '    ,P'(^  +  <0  +,P'(«  +  '') 

C(/>  -t-  t-')  —  C(a  +  t')  +  C<^,  =  -      — — ~ 


2   p(6  +  c)— p{«+c) 


et  l'égalité  (i33)  devient 

Il  reste  enfin  à  faire  intervenir  le  troisième  mouvement  composant, 
la  rotation  autour  de  l'axe  Z,.  En  premier  lieu,  l'égalité  (12G)  donne 

2    l 

Mais  ^  n'est  autre  que (94)  ou (i  29).  La  constante  M  du 

troisième  mouvement  est  donc  fournie  par  l'égalité 

M  =  iAB-. 
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Pronaiil  enfin  IV'galiu''  (127)  et  y  supposant  N  =  o,  j'ai,  an  moyen 
de  (129), 

a  —  X  —  s  <  Ti-  '^ 

ZÔ  ^         T" 

dette  dernière,  avec  (r35),  donne 

a  —  l  s  h,         I  T-.^  '6 


(liG) 

à  quoi  il  faut  joindre 


?  =  -13». 


Par  les  égalités  (i34)  et  (1 36)  sont  déterminées  les  constantes  pure- 
ment imaginaires  z'  j;'  en  fonction  des  données  et  de  la  constante  pure- 
ment imaginaire  -•  Cette  dernière  est  fournie  par  i'c<pialion  (i3<)j. 
Les  cinq  constantes  trouvées  en  premier  lieu  et  ces  deux  dernières 
^->  j:  constituent  le  système  de  sept  constantes  relatives  à  la  rotation, 
r[ui  a  été  prévu  plus  haut. 

Détermination  des  mouvements  com.posants  au  moyen 
du  mouvement  composé. 

Des  égalités  (3o)  a[)[)liquées  successivement  aux  deux  mouvements 

à   la  Poinsot,  je  conclus  en  rcini)laçant  —  et  —  i)ar  —  -:  et  t,  i)nis  t 

par  ?, 

h:. —  fil/    ,  .,  \  s  P^^p'''!! 

«„/;„     ^"      °'        11»"/  0      2J 

.l'écris  ces  égalités  sous  la  forme  suivante  : 

(•3«)     ^  [P^(".-  ,pO  -  F(p^.  -  p^)l  =- 0  ^' 
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Cl  j'observe  d'abord  que  les  trois  quantités  p-(e„  —  pv)  sont  racines  de 
ré(|ualion 

:\(\  -f-  p\pi-y  —  p''g,(X  +  p'pi^)  —  p'g,  =  o, 

c'est-à-dire 

^X'  -h  i2p\pv .X'  +  p' (i-2p-i>^ g,)X  +  p\p'-ç  =  o. 

J'ai  calculé  plus  haut  (107),  (108)  et  (109)  les  coefficients  de  celle 
équation,  en  sorte  que  j'obtiens  immédiatement  l'équalion  résolvante 

+  H^i(K-  I-^')  -.f-(v  + v,)|-  =  o. 

Kemplaçant  p-(pv^  —  pç)  et  p^'p'i'o  P«ir  leurs  expressions  (11 1  )  et 
(1 1  2  )  dans  l'égalité  (137)  et  posant,  pour  abréger, 

5     —  V-  —  i  — 

je  conclus  la  détermination  du  mouvement  composant  M„  comme  il 
suit  : 

Soient  X^,,  Xp,  X^  les  racines  de  l'équation  résolvante;  on  aura 

à  quoi  il  faut  joindre  l'égalité  (i34) 

—    =   £  M^ 1 •; 

n„  \(0         2  ;6|x 

Par  un  calcul  tout  pareil  et  en  posant 

l,  =  v-  —  -s^ 
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je  dclcrmine  le  mouvement  composant  M',  au  moyen  des  égalités 

=  -:f^[v,(v-t-v,)4--K[^-'-  [-'•'^l. 

Jùi  nuire,  la  concordance  des  deux  mouvements  M^  et  M',  eomporli' 
la  détermination  des  constantes  A,  15,  T'.pe,  ':',p'f  dont  voici  les  ex- 
pressions (129),  (107)  et  (108), 


0  0 


iMifin  la  constante  du  troisième  mouv(Muenl  composant  est  donné( 
)ar  l'égalité 


Cax  où  la  corps  solide  est  de  révoliilio/i. 

Le  troisième  mouvement  composant  disparait  cpiand  la  constante  M 
est  nulle.  Cette  circonstance  se  produit  moyennant  r(''vanouissemeut 
de  V,  =  ~h,  c'est-à-dire  de  g  —  g'  (80)! 

I^e  plus  intéressant  de  ces  cas  est  celui  où  les  diMix  coet'iicients  y  et  y' 
sont  nuls.  On  peut  voir  dans  l'Ouvrage  de  INI.  Kirchhod' que  celti- 
hypothèse,  se  réalise  pour  un  solide  de  révolution. 

Voici  donc  un  cas  très  nettement  défini,  où  la  rotatimi  du  solide 
dans  le  liipiide  se  ramène  à  deux  mouvements  à  la  Poinsot  seulement, 
celui  où  le  solide  est  un  corps  homogène  et  de  révolution. 


/oiirn.  (le  .Valli.  (  'i'  série),  tome  IV.  —  l-"asf.  I,  \i 


FORMULES    d'analyse    UTILES    DANS    LA    THÉORIE    DES    NOMBRES.        83 


S//r    (jiicl<[ti('S    jhiDiiilvs   (l\ln(dysc    utile. 
dans    1(1    Théorie  des   fiom/>res; 

Par    if   p.    PEPIA,    S.    ,1. 


I .  Je  mo  propose  de  démoiiti'er  reuseinl)le  des  formules  générales 
ili"  l^ioiiville,  qui  reposent  sur  la  partition  numérique  exprimée  par  les 
('■quations  suivantes 

n  =/>  ■->-  (7,  /)  =  a  y.,  y  =  />ji,  //  —  do^ 

dans  lesquelles  tous  les  nombres  considérés  sont  entiers  el  positifs,  pairs 
ou  impairs.  Dans  la  session  du  19  avril  i885  de  TAcadémie  ponlili- 
eale  des  Niwvi  Liiicei,  je  me  suis  occupe  de  quelques-unes  de  ces  for- 
mules et  j'ai  montré  comment  elles  découlaient' de  la  démonslralion, 
donnée  par  Dirichlet,  du  théorème  de  Jacohi,  relatif  à  la  décomposition 
(lu  (juadruplc  d'un  nombre  impair  en  une  somuK'  de  (pialn'  eaiit's 
iiiqiairs.  .le  renverrai  à  ce  Mémoire  le  lecteur  désireux  d'approfondir 
11'  sujet  (pii  nous  occupe;  il  y  trouvera  en  même  temps  de  nombreuses 
applications  à  la  théorie  des  formes  quadraticjues  quaternaires. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  considérerai  successivement  les  foi- 
mules  qui  ne  concernent  qu'un  seul  mode  de  partition,  puis  celles  où 
l'on  compare  deux  modes  dilïérents  de  partition.  Dans  un  travail  sub- 
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séquent  je  doimerai  de  nouvelles  applicalions  des  l'onaules  démon- 
trées. 

1.  —  Formules  génkr.vles  rela.tives  aux  équations 

0)  ii=p^q,  p^ay.,  '/  =  '''?• 

1.  Soil  o(.r,  y)  une  fonclion  paire  de  ./;  et  de  y,  alternée  par  rap- 
port à  CCS  deux  variables,  ou  du  moins  une  fonction  qui,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  et  àe  y  employées  dans  nos  fonnulcs,  vérifie  les  condi- 
tions 

('Iv)     o(.r,  y)=o(-j:,y)=  "^(x,  -y),         o{x,y)^-o(y,x). 
Au  moyen  de  celte  fonction  nous  formons  la  sonnne  triple 

dont  les  termes  correspondent  à  tous  les  systèmes  de  solutions  des 
équations  (i)  en  nombres  entiers  et  positifs,  soumis  ou  non' à  quel- 
ques restrictions  dont  nous  parlerons  plus  loin.  On  forme  cette  somme 
en  considérant  successivement  toutes  les  partitions  du  nombre  donné  n 
en  deux  parties  entières  et  positives  p^  q.  Pour  chaque  partition,  on 
décompose  les  deux  nombres  p,  q  de  toutes  les  manières  possibles  en 
deux  facteurs  p  =  «a,  y  ^  /v^;  on  combine  chaque  couple  a,  cf.  avec 
chaque  couple  />,  [3  et  à  chacun  des  systèmes  f/,  a,  b,  [i  ainsi  obtenus 
on  fait  correspondre  un  terme  'p(a  —  ^,  a  -i-  ^);  la  somme  de  tous  ces 
termes,  pour  une  même  solution  de  l'écjuation  n^^p-\-q,  forme  la 
somme  partielle,  indiquée  par  les  deux  2  renfermés  entre  crochets. 
L'autre  2  indique  la  somme  de  toutes  ces  sommes  partielles,  relatives 
aux  diverses  solutions  de  l'équation  n  z:=z  p  -^  q. 

Pour  la  démonstration  que  nous  avons  à  faire,  il  est  plus  commode 
de  remplacer  le  système  des  équations  (i  )  par  Téquation  unique 

(2)  n=ay.  +  b'^, 

et  de  remplacer  la  triple  somme  par  une  somme  unique,  dont  les  élé- 
ments correspondent  aux  diverses  solutions  de  l'équation  (2). 
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Nous  partagerons  ia  somme  S  en  deux  parlies,  l'une,  S„,  relative 
à  l'hypollièsc  a  =  A,  et  l'autre,  S,,  dont  les  éléments  correspondent 
aux  solulions  dans  lcs(juclles  a  et  b  sont  inégaux.  Les  termes  de  cette 
dernière  somme  peuvent  se  grouper  deux  à  deux  au  moyen  des  for- 
mules 

(A)  «,  =  /^  //,  =  r/,  7-,  =  %  |3,  =  a. 

liCS  deux  termes  de  cJKKpie  groupe  sont  ('gaux;  car,  i?u  vertu  des  for- 
mules (A)  et  (  K),  on  a 

a,  —  />,  =  —  (  a  —  />),  a,  -1-  P,  =  a  -T-  ["i, 

z,(a,  -  A,,  a,  -t-  fi,  )  =  9('—  a  -4-  h,  a  -h  [i)  ^-  oi  "  —  b,  a  -+-  [3). 

Nous  j)Ouvons  donc  l'eniplacer  leur  somme  par  le  double  de  celui 
des  deux  termes  qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  la  différence 
(a  —  b).  I^a  somme  S  est  alors  exprimée  ])ar  la  fornude 

S  =  S„  4-  2^;,  o(rt  -  b,  y.  +  |i), 

dans  la(pielle  }:,  désigne  une  somme  dont  les  lermes  correspontlent 
aux  divers  systèmes  de  valeurs  entières  et  positives  de  a,  b,  a,  [i  [)ro- 
pres  à  vérifier  les  conditions 

( 3 )  n  =  ay.  -i-  b'^,  a^  b. 

5.  Nous  nous  occuperons  d'ahord  de  la  somme  ^,  dont  nous  grou- 
perons les  termes  deux  à  deux,  en  faisant  correspondre  à  chaque  solu- 
tions cij  b,  a,  |3,  vérifiant  la  condition  a  >  b,  une  autre  solution  a, ,  />,, 
y.,,  Pi,  au  moyen  des  deux  formules 

(\j)  a,  —  b,  1=  a  4-  [i,  a,  4-  pi  =  a  —  b, 

autant  du  moins  que  cette  correspondance  sera  conq:)atible  avec  les 
conditions  imposées  aux  nombres  qui  figurent  dans  l'équation  (2). 
Pour  cela,  nous  écrirons  de  la  manière  suivante  les  deux  solulions 
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que  nous  voulons  associer  : 

(  ',)      //  :=(«  -  b)y.  -(-  (a  +  ^)/>,  /^  =(rt,  -  ^>,)7.,  -h(a,  +  [î,)^'i- 

lui  faisant  la  suljstilution  (  B)  clans  la  dernière  formule,  on  trouve 

(f)  »  =(a- ^>)/y, +(a  +  |3)a,. 

La  comparaison  des  deux  formules  (4)  el  (4')  montre  que  la  der- 
nière se  trouve  vérifiée  lorsqu'on  joint  aux  relations  (B)  les  formules 
suivantes 

(C)  A,  =  a-4-0(a -h  p),  a,  =  h  -  ^)(a  -  b), 

daus  lesquelles  0  désigne  un  nombre  entier  quelconque.  On  a  donc 

I. 

a,  =  A  -  0(a  -h),  {î,  =  (  0  +  ^)(a  -  h)  -  b, 

o,  =  a4-rO  +  i)(a  +  ^i),  A,  =  a-4-0(a  +  ;;i). 

Les  deux  conditions  a,>o,  [ii^o  déterminent  le  nomlin'  0  au 
moyen  des  deux  inégalités 

(3)  0<;,-^^<0  +  .. 

jinurvu  toutefois  que  le  quotient  b  \(a  —  b)  ne  soit  [)as  nu  noml)re 
enlii'r;  car  alors  l'une  des  deux  inégalités  se  changerait  eu  égalité  el 
l'un  des  deux  nombres  a,,  [î,  serait  nul,  contrairement  à  l'iiypothcse. 
Tant  que  le  (juotienl  b'.(a  —  b)  est  fractionnaire,  on  vérifie  les  deux 
inégalités  (5)  en  prenant  pour  valeur  de  0  la  partie  entière  de  ce  cjuo- 
lieul.  La  dilTércncc  a  —  b  étant  positive,  le  nombre  0  est  nul  ou  po- 
silif.  de  sorte  (jue  les  fcjrmules  I  déterminent  des  valeurs  positives  pour 
les  (|ualre  uondjres  c/,,  A,,  a,,  [i,,  et  les  deux  solutions  associées  véri- 
lirul  en  nu''me  temps  la  condition  a  —  b'^  o,  (/,  —  b,  >  o. 

î.  Puis([ue  le  noml)re  0  a  une  valeur  uni([ue,  déleiniiuée  par  les 
iu(''galités  (  ")  ),  les  formules  I  ne  font  correspondre  (ju"une  seule  soin- 
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lion  a,,  &,,  a,,  [i,  à  chacune  des  solutions  a,  b,  cr.,  [3,  dans  lesquelles 
le  quolient  h  [{a  —  b)  est  fractionnaire  et  positif.  De  plus,  la  même 
solution  «,,  b,,  a,,  [3,  ne  peut  pas  correspondre  à  deux  systèmes  diffé- 
rents de  valeurs  des  nombres  a,  b,  a,  ^  ;  car,  si  l'on  avait,  conjoinlemeni 
avec  les  formules  I,  les  formules  suivantes 

cf.,  =  b'-  (y{a  ^  b  ),  [i,=:(0'+i;)  (a— //)—//, 

a,  =  a'-h(0'+  \')(7.  -h  l'i),  b,  =a'-f-0'(a'  +  j5i'), 

on  en  déduirait  respectivement 

a  =  ^;,  -  0  {a,  -  b,  '),  [^  =  (0  +  i)  (a,  -/;,,_/,,, 

Z/  =  a,4-0  (a,  +  ^^,),  «=:a,  -|-(0  +  iHa,  +  ;3,  ), 

a  =  b,  -  0'(V/,  -  ^,  ),  ;î'  ==  (0'  +  i)  (a\  -  b,  )  -  b, , 

//=a,-KO'(a;  4-  |3,  ),  a'^^a.  +  CO'+OCa,-)-  ;3,  ). 

Les  deux  conditions  a  >  o,  [î  >■  o  déterminent  0  par  les  deux  iné- 
galités 

^<^^<^  +  ^' 
de  même,  les  contlitions  y.'>  o,  ji '>  o  exigent  que  Fou  ail 

On  a  donc  nécessairement  0=  0  et  par  consécjuent  «'=r  a,  Z»'  =  b, 
7.'  =  a,  ^'  ^  ^.  Il  reste  à  examiner  si  les  solutions  ainsi  groupées  satis- 
font il  toutes  les  conditions  imposées.  Cela  est  évident  d'abord  lorsque 
les  nombres  «,  b,  y.,  [i  ne  sont  soumis  qu'à  la  seule  condition  d"ètrc 
entiers  et  positifs,  car  la  dilîérence  a  —  b  étant  positive  et  le  nombre 
0  étant  positif  ou  nul,  les  nombres  a,,  b,,  a,,  ^,  déterminés  parles 
formules  I  sont  nécessairement  positifs  et  satisfont  à  la  condilion 
O)  —  ^\~>  t)-  Cela  est  vrai  encore  lorsque  les  quatre  nomlires  a,  b, 
a,  p  sont  tous  impairs,  car  alors  les  nombres  a,,  i,,  y.,,  |3,  sont  aussi 
impairs.  Dansées  deux  cas  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3)  dans 
lesquelles  le   cjuotient   b\{a  —  b)  n'est  pas  un  noinl)re   entier  sont 
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groupées  deux  à  deux  par  les  formules  1,  de  telle  sorte  que  la  même 
solution  ne  figure  jamais  dans  deux  groupes  diflércnts.  Mais  cela  n'au- 
rait plus  lieu  si  les  deux  nombres  a,  h  devaient  être  tous  deux  im- 
pairs, tandis  que  l'un  des  deux  nombres  a,  ^  serait  pair;  dans  ce  cas  la 
simplification  de  la  somme  triple  S  ne  peut  plus  s'elFectuer  au  moyen 
des  formules  I. 

Or  les  deux  termes  de  la  somme  ^,  cpii  correspondent  aux  deux  so- 
lutions d'un  même  groupe  forment  une  somme  nulle;  car,  en  vertu  des 
formules  I,  on  a 

a,  -+-  [3,  =  a  —  A,        (7,  —  b,  =  a  -\-  ^, 
o(a,  —  /',,  a,  4-  |3,)=  9(a-+-  p,  a  —  h)  =  —  o(a  —  h,  a  +  [3). 

Par  conséquent,  les  seuls  termes  cjui  restent  dans  la  somme  2,  sont 
ceux  qui  correspondent  aux  solutions  de  l'équation  (3)  dans  lesquelles 
le  quotient  b'.{a—b)  est  un  nombre  entier.  L'évaluation  de  ^|  dé- 
[)end  donc  des  conditions  auxquelles  sont  assujettis  les  nombres  a,  ^, 

a,  (3. 

i"  ii^=-i'iji  (a,      b,      a,      ^     inqiairs). 

li.  Supposons  d'ajjord  //  pair  et  posons  n  =  2?  /)i,  en  désignant 
par  m  un  nombre  impair.  Les  deux  nombres  a  et  b  étant  impairs,  le 
quotient  b'.{a  —  l>)  ne  peut  pas  se  réduire  à  un  nombre  entier;  par 
conséquent  la  somme  2,  s'évanouil.  On  a  dans  ce  cas 

S  =S„  =29(0,7  +  13), 

la  somme  désignée  par  2  s'étcndant  à  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion (2)  dans  lesquelles  a  cl  b  sont  égaux.  Or  la  valeur  commune  des 
deux  nombres  impairs  a  et  b  doit  nécessairement  diviser  le  nondjre  «?; 
c'est  pourc[uoi  nous  posons 

a  =  b  =:  d,  m  =  do 

et  l'équation  (2)  se  trouve  remplacée  par  la  suivante 

{2')  ■  '2>o  =a-+-  p. 
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dans  laquelle  on  doit  égaler  o  successivement  à  tous  les  diviseurs  du 
nombre  m.  La  somme  des  termes  qui  correspondent  à  une  même  valeur 
de  ô  est  égale  à  0(0,  2^0)  multiplié  par  le  nombre  des  solutions  de  l'é- 
quation (2'),  relativement  à  cette  valeur  de  S.  Lorsque  les  nombres  a, 
p  doivent  être  impairs,  le  nombre  de  ces  solutions  est  égal  à  2'"'  0;  car 
on  peut  égaler  a  à  tous  les  nombres  impairs 

I,     3,     5,     ...,     2'o  — I, 

dont  le  nomlu'e  est  2'"'  0,  et,  pour  cliacune  de  ces  valeurs,  on  obtient  ^3 
par  la  formule 

p  =  2''o-  a. 
Dans  ce  cas,  on  a 

S  =  S„  =  -2'-'Zoz(o,2'ù), 

la  somme  indiquée  par  II  s'étendant  à  toutes  les  solutions  de  léqualiou 
m^do.  En  remplaçant  S  par  la  triple  somme  représentée  par  cette 
lettre,  on  obtient  la  formule  suivante 

(6)  lll^o(a  -b,oi  +  '^)]  =  2>-:Soo(o,  2>o), 

dans  laquelle  les  trois  sommations  du  premier  membre  se  rapportent 
aux  diverses  solutions  des  trois  équations 

2^  m  =^  m'  -\-  m",  /«'=  a  y.,         m"  =  b'^ 

en  nombres  entiers,  positifs  et  impairs,  m',  m'\  a,  b,  a,  ^,  tandis  que 
la  somme  indiquée  dans  le  second  membre  correspond  aux  diverses 
décompositions  du  nombre  rn  en  deux  facteurs,  cIo  =  m. 

2"  •«,     a,     b,     y.,      [î     entiers  et  positifs  cjuelconques. 

(i.  Lorsque  les  nombres  a,  b,  a,  ^  peuvent  être  pairs  ou  impairs,  le 
quotient  b:(a  —  b)  peut  être  un  nombre  entier.  Soit  A* la  valeur  de  ce 
quotient.  Les  solutions  de  l'équation  (3)  auxquelles  correspondent  les 
termes  qui  restent  dans  ^,  sont  déterminées  par  les  formules  sui- 
vantes : 

n  ^  ay.  -\-  b'^,  b  =  k {a  —  b),         a'^  b. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  1888.  12 
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Nous  ferons  a  —  b  ^  o  el  par  conséquent 

b=^ko,  a  =  {k-hi)o,  «  =  o[/.(a  +  ^)4-  a|. 

Le  nombre  o  étant  diviseur  de  n,  posons 

/i  =  do. 

Les  nombres  a,  [3  seront  déterminés  par  la  formule 

(;)  d=k{y.-h''^)-h  7.. 

Comme  les  nombres  /»,  a,  ^  sont  entiers  el  positifs,  la  somme  a  +  [3 
est  au  moins  égale  à  2,  eld  au  moins  égal  à  3.  Ainsi,  pour  évaluer  2],, 
on  prendra  successivement  pour  d  tous  les  diviseurs  de  n  supérieurs 
à  2;  pour  chaque  valeur  de  d,  on  égalera  a  +  [3  à  chacun  des  nombres 

2,     3,.     ...,     d-  I, 

en  exceptant  celles  de  ces  valeurs  qui  diviseraient  exactement  (/  et 
auxcjuelles  correspondrait  une  valeur  nulle  de  a;  on  divisera  d  par 
chacune  de  ces  valeurs  cl  Ton  prendra  le  reste  de  cette  division  comme 
valeur  de  a.  La  somme  des  termes  de  ^,  qui  correspondent  à  un  même 
couple  de  valeurs  de  d  et  de  ù  vérifiant  les  conditions  dû  =  n  et  </>  2 
est 

9(5,  2)+9(5,  3)+9(a,  4)  +  -.-+?(o,  ^/-.), 

avec  celte  condition  de  réduire  à  zéro  le  terme  0(0,  a)  lorsque  ut.  est 
diviseur  de  d.  On  a  donc 

:i:,  =  i:'[9(ô,  2)+ o(S,  3)+ 9(c,  4)+. . .+ ?(^  ^/- 1)] 

en  désignant  par  2]'  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  décompositions 
du  nombre  n  en  deux  facteurs  d,  0,  mais  avec  celte  restriction  de  faire 
évanouir  le  terme  0(0,  a)  I<)rs([ue  u.  est  diviseur  de  d.  Les  décomposi- 
tions r/  =  [ ,  0  =  //  ;  (/  =  2,  0  =  -  se  trouvent  exclues,  parce  que  dans 
la   somme   partielle,   comprise   entre  parenthèses,    le   dernier   terme 
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'y(o,  d —  j)  ne  peut  jamais  présenter  une  valeur  de  f/ —  i  inférieure 
à  2,  la  seconde  variable  devant  croître  depuis  le  premier  terme  cp(5,  2) 
jusqu'au  dernier. 

7.  Il  nous  reste  à  évaluer  dans  la  même  hypothèse  la  somme  Sj  des 
termes  qui  correspondent  aux  solutions  de  l'équation  (2)  dans  lesquelles 
les  deux  nombres  a  el  b  sont  égaux.  La  valeur  commune  de  ces  deux 
nombres  étant  un  diviseur  de  «,  nous  posons 

a  =  b  ^  0,         /i  =  do, 

et  l'équation  (2)  se  réduit  à 

(2')  fZ  =  a  +  ^. 

Les  termes  correspondants  de  la  somme  S  sont  tous  égaux  à  9(0,  d), 
et  leur  somme  est  égale  au  produit  de  ç(o,  d)  multiplié  par  le  nombre 
des  solutions  de  l'équation  (2').  Ce  nombre  est  égal  à  d—  i,  car  on 
peut  prendre  pour  a  les  valeurs 

I,      2,      3,      ...,     d-i, 

et,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  on  a 

p  =  fZ  -  a. 

La  somme  Sj  est  donc  égale  à  la  somme  de  tous  les  produits 

(d-j)o(o,d) 

qui  correspondent  à  tous  les  diviseurs  de  n  désignés  indt'lininiciil 
par  d.  En  joignant  ce  résultat  à  celui  du  numéro  précédent,  on  obtient 
la  formule 


S  =  ^[:S-?(a  -  />,  a  +  [3)]  =  ^(d  -  1)0(0,  d) 

-l-2^'[o(o,  2)4-9(0,  3) -+-0(0,  4)  +  ... -H  0(0,  d-  I, 


8.   On  vérifie  les    conditions   K  (n"    2)    imposées    à    la   l'oiuliou 
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9(x-,  y),  en  prcnanl. 

pourvu  (jue  la  fonction /(.r,  y)  soiL  une  fonction  paire  des  deux  varia- 
liles  X,  7,  c'est-à-dire  pouivu  cpic  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de 7  qui  figurent  dans  nos  formules. 

En  substituant  l'expression  précédente  de  <f(x,y)  dans  la  for- 
mule (8),  on  obtient  la  suivante  : 

2:ii:2[/(«  -  /^  a  -H  [i)-/(<y.  +  {i,a-  b)]\ 

,        =^(d-j)[/{o,d)-f(d,o)] 

^■'-       \         +22'[/(S,  2)+/(/:,  :r)  +  ...+/(o,  ^-,)] 
(         -2^'[/(2,g)+/(3,S)  +  ... +/(./-. ,5)]. 

Les  trois  sommes  indiquées  dans  les  premiers  membres  des  for- 
mules (  /)  et  {g)  se  rapportent  aux  solutions  des  trois  équations 

(i)  n—p  +  q,         p  =^  aa.,  ?  =  ^? 

en  nominx's  entiers  et  positifs,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  liant 
(n"  2).  La  première  somme  du  second  membre  se  rapporte  aux  di- 
verses décompositions  du  nombre  a  en  deux  facteurs  d,  S;  enfin  les 
sommes  indiquées  par  '^'  se  rapportent  aux  mêmes  décompositions  du 
nombre  «,  mais  avec  cette  restriction  de  réduire  à  zéro  les  termes 
0(0,  [x),  /(o,  [j.),f{\K,  S)  toutes  les  fois  que  \x  est  diviseur  de  d. 

Les  formules  (/)  et  {g)  ne  diffcrenl  que  par  les  notations  des  for- 
mules désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  le  cinquième  article  de 
Liouville  (Journal  de  Malhc?nali.ques,  1"  série,  t.  111,  p.  '-îS /(  ). 
Comme  l'écpialion 

n  =  ay.  ~{-  b'^ 

est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  grecques  et  aux  lettres  latines, 
les  deux  sommes 

ï/(a  -h  fS,  «  -  b)     et     ^/{a  -h  b,  a  —  ^) 
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sont  égales,  de  sorte  que  le  premier  membre  de  la  formule  (/)  peut  s'é- 
crire de  la  manière  suivante: 

(/')         :s|i::i:[/(«-^a  +  p)-/(a  +  z>,  a-[3)]|. 

9.  Lorsqu'on  réduit  la  fonction/ (j;,  y)  à  une  fonction  de  la  seule 
variable  x,  vérifiant  la  condition /(— x)=/(x'),  l'expression  (/') 
devient 

:^]^^[f(a-b)^/(a  +  b)\\. 

Le  premier  terme  du  second  mendjre  de  la  formule  (/')  devienl 

l^d  -  y)[/{o)-f{d)]^/(o)[-Ç,(n)-t(,>)]~^(d  -  i)/id), 

pourvu  que  l'on  désigne  par  'C,(n)  la  somme  des  diviseurs  de  n  et  jiar 
'C('i)  le  nombre  de  ces  diviseurs.  Dans  la  somme  ^'  qui  fonne  le 
deuxième  terme  du  second  membre  de  la  même  formule,  tous  les 
termes  qui  correspondent  à  un  même  diviseur  o  de  n  sont  égaux  à 
/(o);  leur  nombre  est  celui  des  termes  2,  3,  4>  .  • ..,  d  —  i  qui  ne  sont 
pas  diviseurs  de  d,  c'est-à-dire  d  —  'C(d).  On  a  donc 

(H)  =[l,(n)-'C(n)]f(o)+^[2d-2-C(d)-i^i\f($) 

{  -^2'[/(2)  +  /(3)+. ..  +  /(./- i)]. 

Les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre  se  rapportent  à 
toutes  les  décompositions  du  nombre  «  en  deux  facteurs  rf,  0;  mais 
dans  la  somme  2'  on  doit  supprimer  le  terme  /([■>■)  de  la  somme  par- 
tielle 

/(  2  )  -f-  /( 3  )■+/(  '0  ^- . . . ^-  /(//  -  I ), 

qui  correspond  à  l'une  de  ces  décompositions,  cliaquc  fois  que  [j.  est 
diviseur  de  d.  Ainsi,  pour  d  =  4)  cette  somme  se  réduit  ày(3);  pour 
d  =  G,  elle  se  réduit  à  /(4)  +  /(5),  et  ainsi  de  suite.  La  formule  (H  ) 
a  été  donnée  par  Liouville  dans  son  quatrième  article  (loc.  cif., 
p.  247  )•  Liouville  a  aussi  indiqué  dans  son  cinquième  article  comment 
la  formule  (H)  se  déduit  de  la  formule  (/)  (ibid.,  p.  28G). 
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10.  La   formule  (G),  que  nous  avons  obtenue  plus  haut  (  u°  o), 
donne  les  formules  des  premiers  articles  de  Liouvillc,  lorsqu'on  prend 

?(-^>  y) = /(^'  y)  -  f(y^  ^)' 

en  désignant  par  /  une  fonction  paire  des  deux  variables  x,  y,  c'est- 
à-dire  une  fonction  qui  vérifie  les  conditions 

A^, y)  =  f(- ^^ y)  =  f(^,  -y) 

j)Our  toutes  les  valeurs  des  variables  x,y  employées  dans  nos  formules. 
On  obtient  immédiatement  la  formule 

^'^        \     =2>-i:rf[/(o,2>.o-/(2V^o)], 

dans  laquelle  la  somme  triple  du  premier  membre  se  rapporte  aux 
trois  équations 

(i')  2' m  ^=  m' -i- m" f         m'^ay.,         rn"^b[i, 

où  les  nombres  7n,  m',  m",  a,  b,  a,  ^  sont  entiers,  positifs  et  impairs. 
Ces  équations  étant  les  mêmes  lorsqu'on  échange  entre  elles  les  lettres 
latines  et  les  lettres  grecques  correspondantes,  on  a 

:2.^^/(a  +  ?,  a  -  b)=:L.:^lf(a  +  b,  a  -  [3). 

En  faisant  cette  substitution  dans  l'équation  (b),  on  trouve 


(c) 


=  2>-'2f/[/(0,2V/)-/(2^rf,0)]. 


Lorsqu'on  réduit  la  fonction  f{x^y)  à  une  fonction  de  la  seule  va- 
riable X  vérifiant  la  condition  y(a:)=  /(  —  x),  celte  formule  devient 

(a)     ^\^^[f{a-b)-f(a  +  b)'\\  =  i^-^^d[f{o)-f{^\l)]. 

Enfin  l'hypothèse  X  =  I  réduit  les  formules  (a),  (b),  (c)  aux  trois 
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suivanles 

(A)    :^i i:i[/(> -h)-fi^a  +  b)][  =  id[f(^o)-f{2d)], 

(B)  *   ^\^^[f(a-b,^-^^^)-/(^  +  %a-[»\\ 

^     ^  '        =:l[/(o,2<)-/(2./,o)]; 

fii  inciiic  temps,  les  équations  (i ')  auxquelles  se  rappniienl  li's  liois 
sonimalions  indiquées  dans  les  premiers  membres,  devieiincnl 

2ni  =  m' -\-m",         ni' ^  cit.,  m"  =  /'Tj. 

Dans  toutes  ces  formules,  la  somme  indiquée  par  —  dans  les  seconds 
membres  se  rapporte  aux  diverses  décompositions  du  nombre  impair 
donné  ni  en  deux  facteurs.  Ces  formules  coïncident,  aux  notations  près, 
avec  les  formules  générales  désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  les 
deux  premiers  articles  de  Liouville  (^Journal  de  Mathcniatiqurs, 
■i"  série,  t.  III,  p.  i43  et  193). 


II.  —  Formules  relatives  a  la  partition 

m  =  A«  -4-  BZ>, 

ou  les  nombres  tn,  a,  h  sont  impairs. 

1 1.  Étant  donné  un  nombre  m  impair,  on  le  partage  en  deux  par- 
ties positives  jo,  q  et  l'on  décompose  chacun  des  deux  nombres /j,  q  en 
deux  facteurs,  dont  l'un  doit  être  impair;  en  un  mot,  nous  posons  les 
trois  éijuations 

(i)  /»=/>  + y,  yj  =  Ao,  q—\M)^ 

en  assujellissant  les  deux  nombres  a  et  h  à  être  impairs.  Le  nombre 
donné  ni  étant  impair,  l'un  des  deux  nombres  A,  B  sera  pair,  et  l'autre, 
impair.  A  chaque  système  de  solutions  des  équations  (i)  nous  faisons 
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correspondre  deux  termes 

/(A  -  B,  a  +  b),        /(A  +  B,  o  -  //), 

où  Toa  désigne  par/(a;,  y)  une  fonction  paire  des  deux  variables  x,  y, 
ou  encore  une  fonction  qui  vérifie  les  conditions 

f{x,  y)  =  fi-  ^^  y)  =  /(^>  -  y) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  àe y  employées  dans  nos  formules. 

Au  moyen  de  tous  les  termes  semblables  qui  correspondent  aux 
divers  systèmes  de  solutions  des  équations  (i),  nous  formons  la  somme 
triple 

S  =  :s j  2:i:[/(A  -  b,  «  +  h) - /(a  +  b,  r/ -  b)]\. 

où  nous  indiquons  par  les  deux  —  entre  crochets  les  deux  soninialions 
relatives  Jiux  deux  équations  p  =  Aa,  q  ^Bb\  on  obtient  ainsi  une 
somme  partielle  cjui  correspond  à  une  solution  unique  de  l'équation 
m=p-i-q]  puis,  en  ajoutant  toutes  les  sommes  partielles,  relatives 
aux  diverses  solutions  de  l'équation  m  =^p  -+-  q,  on  trouve  la  somme  S  ; 
c'est  ce  qu'indique  le  premier  ]!£  du  second  membre. 

Nous  allons  démontrer  que,  par  la  suppression  de  termes  qui  se  dé- 
truisent deux  à  deux,  on  peut  exprimer  la  somme  triple  S  au  moyen 
des  deux  sommes  simples 

I  </(./,  o), 

i  [/(./,  0)+lf(d,   2)+  2/(^/,4)  +  ...+  2/1//,  0   -   I  )J. 

qui  correspondent  l'une  et  l'autre  aux  diverses  décompositions  du 
nombre  m  en  deux  facteurs  cl,  o. 

12.  Pour  rendre  la  démonstration  plus  facile,  nous  remplacerons 
la  somme  triple,  relative  aux  trois  équations  (i),  par  une  somme 
unique  correspondant  aux  solutions  de  l'équation 

(2)  m  =  Aa-4-Bè, 

en  nombres  entiers  et  positifs  A,  B,  a,  b,  dont  les   deux   derniers, 
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a  et  h,  doivent  èlre  impairs.  Nous  considérerons  séparément  les  deu\ 
sommes 

^f(\  -  B,  a  -h  />),         ^J\X'  +  B',  a'  -  h  ), 

en  faisant  correspondre  la  dernière  à  l'équation 

(2')  m  =  A' a'  -+-  B7>', 

(jui  ne  difl'ère  de  l'équation  {2)  cpie  par  la  notation.  I^es  termes 

/(A  -  B,  a  +  h),         /(A'  +  B',  a'  -  //) 

des  deux  sommes  sont  égaux  lorsqu'on  a 

A'  +  B'  =  ± (A  -  B),         «  ^-  ^  =  ±  (cï  -  //). 

Pour  éviter  le  double  signe,  nous  remplacerons  les  deux  sommes 
considérées  par  deux  autres  sommes,  vérifiant  respectivement  les  con- 
ditions 

A~B;>o,  a—b"^o. 

D'abord,  la  dilTérence  A  —  B  ne  s'évanouit  jamais,  puisqu'elle  est 
un  nombre  inqiair;  par  conséquent  les  solutions  de  l'équation  (2)  peu- 
vent se  groiq)er  deuv  à  deux  au  moyen  des  formules 

A,  =  B,         B,  =  A,         a,=  b,         h,  =  (u 

et  la  somme  des  deux  termes  égaux 

/(A  -  B,  a  +7>)-t-  /(A,  -  B,,  ^,  +  /;,  ) 

peut  être  remplacée  par  le  double  de  celui  des  deux  termes  (pii  vérifie 
la  condition  A  —  B  >o.  On  a  donc 

^f{K  ~  B,  «  +  ^;  =  2l,/(A  -  B,  f/  -+-  h). 

en  désignant  par  ^,  une  somme  dont  les  termes  satisfont  à  la  condition 
A  —  B  >  o.  On  peut  de  même  gronjier  deux  à  deux  les  termes  de  la 

Journ.  de  Mallt.  (;)'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,   i358.  I   ' 
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somme  2/(A'+ //,  a'— //)  dans  lesquels  la  difTércncc  a' —  b'  ne 
s'évanouit  pas;  mais  il  reste  à  ajouter  les  termes  dans  lesquels  a'  =  b'. 
En  vertu  de  Fcquation  (2'),  la  valeur  commune  de  a'  et  de  b'  est  un 
diviseur  0  de  m;  posant  donc  ni  —  do,  on  a 

d  =  A'  +  B',         /('A'  +  B',  a'  -  //)  =  /(f/,  o). 

Les  termes  de  ce  genre,  qui  correspondent  à  une  même  décomposi- 
tion du  nombre  ?n  en  deux  facteurs  rf,  S,  sont  égaux  df(d,  o),  et  leur 
nomlne  est  celui  des  solutions  de  l'équation  d  =  A.' -h  B',  c'est-à-dire 
f!  —  ij  puisque  Ton  doit  donner  à  A'  les  valeurs  i ,  2,  3,  . . .,  ^/  —  t .  La 
somme  des  termes  égaux  à/(r/,  o)  est  donc  égale  au  produit 

(,/_,)/(,/,  o), 

et  la  somme  de  tous  les  termes 

/(A'-4-B',  a'-^'), 
dans  lesquels  on  a 

a'  =^  b', 
est  égale  à 

l(d-i)/(d,o), 

la  somme  ^  s'étendant  à  toutes  les  solutions  de  Téqualion  m  =  do. 
A  considérer  l'équation  d  =  A'  +  B',  on  voit  que  d  doit  être  >  i  ;  par 
conséquent,  on  devrait  exclure  la  décomposition  d  =  i,  0  =  ni.  jNIais, 
comme  le  terme  correspondant  {d  —  1)  /(d,  o)  s'évanouit,  rien  n'em- 
pêche d'ajouter  ce  terme,  comme  nous  le  faisons.  On  a  donc 

::y\A'-h  B',  a'-  b')  =  '^{d  -  i)/(d,  0)+  22:,/(A'+  B',  cï-b'), 

en  désignant  par  }i]^  une  somme  restreinte  par  la  condition  a'  —  b"^  o. 

13.   La  somme  S  est  donc  exprimée  par  la  formule 

(  S=+2:i:,/(A-B,  a  +  ^>) 
^-  ^         1  -  2:i:,/(A'-h  B',  a'-  b')  -  ^{d  -  i)/(d,  o). 

Or  tous  les  termes  de  ^^  sont  détruits  un  à  un,  par  des  termes 
égaux  de  51, ,  et  il  ne  reste  de  cette  dernière  somme  que  les  termes  dans 
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lesquels  le  quotient  B  ;  (A  —  B)  est  un  nombre  entier.  D'abord  les 
deux  termes 

/(A'  +  ïï,  a  -  b'),         f(A  -  B,  «  +  b) 

sont  égaux  lorsqu'on  a 

(A)  A  -  B  =  A'  +  B',         a  -  b'  =  a -^  b. 

Or  les  équations  (2),  (2'),  auxquelles  se  rapportent  respectivement 
les  deux  sommes  ^,,  ^2,  peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante 

(2)  '        m  =  (A -B)a+(a+ b)B, 

(2')  m=(A'+B')b'  +  (a'- b')A', 

el  la  dernière,  par  la  sujjstitution  (A),  devient 

m  =(A  -  B)b'^(a  4-  b)A'. 

En  comparant  cette  équation  avec  l'étjualion  (2J,  on  voit  que  l'é- 
quation (2')  sera  une  conséquence  de  l'équation  (2),  si  l'on  joint  aux 
formules  (A)  les  deux  formules  suivantes 

(B)  b'  =  a-h  ()(a  -t-  b),         A'  =  B  -  O^A.  -  B), 

en  désignant  par  0  un  nombre  entier  soumis  à  la  condition  cpie  les 
nombres  A',  B',  a',  b'  soient  positifs.  Or,  suivant  que  Ton  résout  les 
formules  (A)  et  (B)  par  rapport  aux  lettres  accentuées  ou  par  rapport 
aux  lettres  dépourvues  d'accent,  on  obtient  les  deux  systèmes  équiva- 
lents 

I. 
A'  =  B-e(A-  B),  B'  =  (0-{-i)(A-  B;-B, 

a'  =  a  -i-(0  -1-  i)(a  -t-  b),  b'—a-h  0(a  -(-  b)\ 

II. 

a=  b'  -  0(a'—  b'),  b=(f)  +  i')(a'  —  b' )  -  b', 

A  =  A' -^ fO  +  i)( A' 4-  B'),        B  =  A'  +  0(A'  +  B'). 
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Les  conditions  «  >  o,  />  >  o  exigent  qnc  le  nombre  0  v/'i-ifie  les 
deux  inégalités 

de  même,  pour  i{ae  les  deux  nombres  A',  B'  soient  positifs,  il  faut  que 
l'on  ail 

(5)  0<^5<0  +  i. 

(ionime  la  différence  a'  —  b'  est  paire,  tandis  c|iie  W  est  impaii',  on 
vérilie  les  inégalités  (4)  en  prenant  pour  0  la  partie  entière  du  (piolient 
//  :  (a  —  //);  cette  valem'  étant  nulle  ou  positive,  les  nombres  corres- 
pondants a,  />,  A,  B  sont  positifs  et  de  plus  les  deux  premiers  «,  b 
sont  impairs.  Par  conséquent,  à  un  terme  quelconque  de  ]So  on  fait  cor- 
respondre par  les  formules  II  un  terme  de  12,  et  un  seul;  et,  comme  la 
\aleur  correspondante  de  0  doit  vérifier  non  seulement  les  inéga- 
lités (  'i),  mais  encore  les  inégalités  {"■>  ),  le  cpiotient  B  :  (  A  —  B)  n'est 
pas  un  nombre  entier.  Enfin  le  même  terme  de  —,  ne  corresp'ond  dans 
les  formules  II  qu'à  un  seul  terme  <le  ^L^;  car,  en  résolvant  les  écpia- 
tions  II  par  rapport  aux  nombres  A',  B',  a',  b' ,  on  obtient  les  équa- 
tions I,  et,  comme  les  nombres  A',  B'  sont  positifs,  les  nombres  A,  B, 
0  doivent  vérifier  les  inégalités  (4),  qui  déterminent  pour  0  une  valeur 
unique,  égale  à  la  partie  entière  du  (piotient  B  :(A  —  B);  par  consé- 
quent les  formules  II  ne  peuvent  faire  correspondre  un  système  A,  B, 
(7,  h  qu'à  un  seul  système  A',  B',  a  ,  b'. 

14.  Il  résulte  de  là  que,  dans  la  formule  (3),  tous  les  termes  de  ^o 
sont  détruits  par  des  termes  égaux  de  }:,  qui  correspondent  à  des  solu- 
tions de  Féqualion  (2)  dans  lescjuelles  le  quotient  B:(A  — B)  est 
fractionnaire.  Il  reste  donc  dans  la  somme  21,  tous  les  termes  qui 
correspondent  à  des  solutions  de  l'équation  (2)  où  le  quotient 
B  ;  (A  —  B)  est  entier.  J'ajoute  que  ces  ternies  sont  les  seuls  termes 
de  2,  qui,  dans  la  formule  (3  ),  ne  soient  pas  détruits  par  des  termes 
égaux  de  ^^,  qui  leur  correspondent  un  à  un,  en  vertu  des  formules 
(A)  et  (B);  car,  si  l'on  considère  une  solution  de  l'équation  (2),  dans 
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laijuelli'  le  (piolienL  B  :(  A  —  B)  ne  soil  pas  un  nombre  enlier  et  ([ui 
vérifie  la  condition  A  —  B  >o  supposée  dans  la  somme  2i,,  on  déduira 
des  formules  (  j)  une  valeur  unique  de  0,  égale  à  la  partie  entière  du 
quotient  B  :(A  —  B  ).  Celte  valeur  de  0  étant  nulle  ou  positive,  les 
nombres  A',  B',  r/',  b'  déterminés  par  les  formules  I  et  les  inégalités  (i), 
sont  positifs  ;  de  plus  les  deux  nombres  a',  b'  sont  impairs  et  vérifient  la 
condition  a'—  //>o;  enfin  ils  forment  une  solution  de  Téquation  (2'), 
puisque  l'on  suppose  ijiie  ji's  noudjres  A,  B,  «,  b  satisfont  à  l'équa- 
tion (2).  Par  conséquent,  ces  derniers  nomlji^es  correspondent,  en 
vertu  des  formules  (A)  et  (B),  à  un  terme  de  la  somme  ^.,,  ainsi  que 
nous  Tavons  énoncé". 

Les  termes  de  la  dilléreiice  }l,  —  il^  (pii,  dans  la  formule  (3),  ne  so 
détruisent  jjas  deux  à  deux,  en  vertu  des  formules  (A)  et  (B),  sont 
donc  les  termes  de  —,  (jni  correspondent  aux  solutions  de  l'équation  (2), 
dans  lesquelles  le  quotient  B;  ( \  —  B  )  esl  un  nombre  entier. 

lo.   Désignons  par  k  la  valeur  di^  ce  quotient.  Xous  aurons 

B  =  A- (A  -  B  ),         B  =  /.v/,         A  =  (h  -  i  )  <l, 

et  l'équation  (2  )  deviendra 

m  =  I  /.(  a  -i-  b)  -h  a]d. 

Le  noml)rc  A  —  B  =  d  sera  donc  un  diviseur  du  nombre  »«;  en  dési- 
gnant par  0  le  facteur  conjugué,  on  pourra  remplacer  la  dernière 
équation  par  le  système  suivant  : 

(G)  m  =  r/o.    .      0  =^  k(a  -h  b)  ^  a. 

Les  trois  nombres  a,  b,  /•  étant  positifs,  le  nombre  0  ne  peut  pas 
être  inférieur  à  3,  ce  qui  exclut  la  décomposition  d  =  m,  0  =  1.  Mais, 
pour  toute  autre  décomposition  du  nombre  m  en  deux  facteurs  d,  0, 
on  a  dans  la  somme  ^,  un  groupe  de  termes y(^Z,  a  -+-  b),  qui  corres- 
pondent aux  divers  systèmes  de  valeurs  des  nombres  a,  b  propres  à 
vérifier  la  deuxième  des  équations  (G).  Pour  les  trouver,  on  prendra 


(7) 
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comme  valeur  de  la  somme  a  -l-  h  Ions  les  nomljrcs  pairs,  inférieurs 

2,    4,    <n     ••••    ^^-'; 

on  divisera  o  successivement  par  chacune  de  ces  valeurs,  ce  qui 
donnera  un  quotient  entier  et  positif  /i,  et  un  reste  impair  et  positif  que 
Ton  prendra  comme  valeur  de  a.  On  aura  ainsi  un  groupe  de  termes 

/(</,   2)  +/(r/,  4)  +  .  ..+/(>/,  0  -  l), 

et  l'on  obtiendra  la  différence  ^i,  —  i)^  en  faisant  la  somme  de  tous  les 
groupes  scmL>lal)les,  relativement  aux  diverses  solutions  de  l'écpiation 
m  =  <Pj  auli-es  cpie  d  =■  m,  S  ==  i .  On  a  donc 

(    S  =  2i:[/(./,   2)  +/(./,   4)  +...+/(^/,  0  -  ^)]-^{d-   l)J(d,  o) 
)         =  :i:  l/(d,   o)  +  ■2f(d,   2)  +  2/(./,  4)  +  . . .  +  ■2/(d,  0  -  l)  -  d/(d,  o) 

Dans  la  première  expression  de  S,  la  dernière  sonnne  s'étend  à 
toutes  les  décompositions  de  jji  en  deux  facteurs  rf,  o,  tandis  cjiie,  dans 
la  première  somme,  on  doit  exclure  la  décomposition  d  =  /«,  o  =  i . 
Dans  la  deuxième  expression  de  S,  la  somme  unique  indiquée  par  ^ 
s'étend  à  toutes  les  décompositions  du  nombre  ?n  en  deux  facteurs, 
mais  avec  cette  restriction  de  réduire  à  son  premier  terme  la  somme 

f(d,  o)  -{-  2/(rf,   2)  +.  .  .+  2f(d,   G  -   l), 

lorsque  o  est  égal  à  i . 

i6.  Dans  l'équation  (2),  un  seul  des  deux  termes  A  a  ou  Bi  est 
pair.  Par  conséquent,  à  toute  solution  dans  laquelle  le  second  lerme 
est  pair,  il  en  correspond  une  autre  dans  laquelle  il  est  impair,  par  le 
seul  échange  des  deux  lettres  A,  B  et  des  deux  lettres  a,  b.  On  réduit 
donc  de  moitié  le  nombre  des  termes  de  S  lorsque,  posant  A  =  a, 
B  =  2'P  et  désignant  par  a  et  j3  deux  nombres  impairs,  on  remplace 
l'équation  (2)  par  la  suivante, 

(8)  m  =  ac/.  4-  2'^^; 


{d) 
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à  chaque  soliilion  de  cette  équation  correspondent  deux  solutions  de 
Icquation  (2)  par  les  formules 


A  =  a, 

B 

=  1'% 

a  =  a, 

b  =b 

A,  =  2^;i, 

13, 

=  a, 

a,  =  b, 

b,=  b, 

et,  conscquemment,  deux  termes  égaux  de  S,  savoir  : 

[/(a  ~  1'%  a  +  b)  -/(«  +  ^';Î,  a  -  b)l 
[/(2';5  -  a,  a  +  b)  -/(il'?  +  a,  b  -  a)\. 

A  la  somme  de  ces  deux  termes,  nous  substituons  le  double  du 
premier,  et  nous  écrivons 

(9)  S  =  2:S[/(>  -  o'ii,  a  4-  b)  -f{y.  +  2'?,  a  -  b)], 

en  désignant  par  Z  une  somme  dont  les  éléments  correspondent  aux 
diverses  solutions  de  l'équation  (8)  en  nombres  impairs  et  positifs  a, 
b,  a,  ?,  l'exposant  i  n'étant  soumis  qu'à  la  condition  d'être  entier  et 
positif.  Il  est  avantageux,  dans  les  applications,  de  remplacer  la  somme 
simple  relative  à  l'équation  (8)  par  une  somme  triple  relative  au  sys- 
tème des  trois  équations 

(10)  /??:=/;?' -I- 2' //i",  «i'=«7,  m"^/'3, 

dans  lesquelles  on  désigne  })ar  m' ,  m",  a,  b,  a,  '^  des  nombres  impairs 
et  positifs,  et  par  î  un  exposant  pair  ou  impair.  En  substituant  dans  la 
formule  (6)  cette  expression  de  S,  on  obtient,  à  la  notation  près,  la  for- 
mule (d)  queLiouville  a  donnée  dans  son  cinquième  article  (.Tournai 
de  Mathématiques,  2*  série,  t.  III,  p.  27/1),  savoir  : 

^2^]  ^1[f(y.  -  2'?,  a  +  b)  -/(a  4-  1^%  a  -  b)\\ 

\       -  2[/(f/,o)-4  2/(./,  o)  +  ./(,/,4)  +  ...+  2/(rf,  0  -  x)\-^df(d,o). 

17.  Lorsqu'on  réduit  la  fonction  /"(x.j')  à  une  fonction  paire  de  la 
seule  variable  jc,  cest-à-dire  à  une  fonction  f{x)  vérifiant  la  condition 
/( — a;)  =/(.«■)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  employées  dans  notre 
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l'ormuk',  le  jirciiiicr  memljrc  de  la  formule  (//  )  devieiU 

'i^]:i1\f(y.~'i"^)-f(y.^'i"^)\\. 

Dans  la  première  somme  du  seeond  membre,  tous  les  termes  de  la 
somme  partielle  qui  correspond  à  une  solution  de  réqualion  m  =  di 
sont  égaux  à  /'(  <l  ),  et  leur  nombre  est 


cette  première  somme  est  donc  égale  à  ^  ùfid),  et  Ton  a 

(F)     2!^  I  ^:i\J(y-  -  'i"'^)-f(y-  +  2'^)]  i  =  :^(  5  -  (h/(d). 

Si  Ton  suppose,  au  contraire,  que  la  fonction  /(.r,  jO  est  une  fonc- 
tion paire  de  j',  indépendante  de  x,  le  premier  mendu'c  de  la  for- 
mule {d)  devient 

^:i\:il.\/(a  +  h)~/(a-b)\\. 
f.a  première  somnu:'  du  second  nieird)re  est  égale  à 

-f.A")  +  ■-^/(^)  +  2/(4)  +. .  +  3/(0  -  .)], 

avec  la  restriction  de  réduire  à  son  premier  terme  /'(o)  la  sonune  pai- 
ticUc  relative  au  diviseur  0,  lorsque  0  =  1.  (^uant  à  la  deuxième 
somme,  elle  se  réduit  à 

'C^{m)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  m.  En  changeant  les  signes 
des  deux  mcndues,  on  obli<'ut  la  fornuilc  (D),  donnée  par  Liouville 
dans  sou  troisième  article  (/oc.  cil.,  p.  201),  savoir  : 

^   y  I        :^/(o)r.(>;0-^[/(o)  +  2/(»+2/(4)  +  ...+  2/(./-i)|; 
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la  somme  partielle  renfermée  entre  crochets  doit  être  réduite  à  son  pre- 
mier terme /(o)  lorsque  f/  =  i . 

On  obtient  encore  une  formule  remarquable  en  prenant  dans  la  for- 
mule (D) 

/(x)  =  F(x-hi)-F(x-  i), 

F(.r)  dési<;nant  une  fonction  impaire  de  x.  On  vérifie  d'abord  que  la 
condition  /(x)  =  f(  —  x)  se  trouve  remplie,  car  on  a 

/(-  x)  =  F(-  X  +  i)  -  F(-  X'  -  i)  =  -  F(x-  -  i)  -f-  F(x  -+-  I). 

Pour  trouver  ce  que  devient  alors  le  second  membre  de  la  formule  (D), 
il  faut  remarcpier  que  Ton  a 

/(o)  =  2F(,),         2/(2)  =  oF(3)  -  2F(i), 
2/(4)  =  2F(3;-2F(3),         ..., 
2/(d  -  i)  =  ■2F(d)  -  2F(d  -  2). 

En  faisant  la  somme  de  ces  expressions,  on  trouve 

/(o)  +  2/(2)  H-  2/(4)  4-.  .  .+  2/(fZ  -   1)  =  2F(f/). 

Ainsi,  en  divisant  par  2  la  formule  (D)  et  en  changeant  les  signes, 
on  obtient  la  formule  (E)  de  Liouville  (loc.  cit.,  p.  206) 

.   :^\:L^F(^a-b-^r)-F(a-l>-0 
^    M  -F(a-^h-hi)  +  F(a-hb-i)\\  =  F(i)'Ç,(m)-^F(/f)- 

18.  Liouville  a  donné,  dans  son  cinquième  article  (loc.  cit.,  p.  28 1  ), 
une  autre  formule  générale  que  Ton  peut  obtenir  par  la  combinaisou 
des  deux  formules  (b)  et  (d)  (n"^  10  et  16).  Si,  dans  la  formule  (b  ),  on 
remplace /(x,  y)  par/(2^x, /),  elle  devient 

(  :^\f(2^^  -  2%  a  +  b)  -  /(2^y.  +  2^{i,  a  -  b)] 

^       '  \  =   2^-'2rf[/(0,   2V/;-/(2>-'-f/,    o)], 

la  somme  indiquée  dans  le  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  dé- 

Journ.  de  Malh.  (4=  série),  tome  IV.  —  Fasc.  1, 1888.  l4 
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compositions  du  noniln'c  m  (mi  deux  facteurs  f/,  o,  tandis  que  la  somme 
du  premier  membre  correspond  aux  différentes  solutions  de  réquation 

■2' m  =  (7a  -I-  W^, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  léquation 

(i  i)  z'^^/n  =  2''aa  4-  2''b'^ 

en  nondjres  impairs  et  positifs»,  b,  a,  [î. 

De  même,  si   l'on  remplace  /(x,_>')   pav  /(2'x,y)  dans  la  for- 
mule (d),  on  a 

,    2l\/(-2'7.  -  2'-'.3,  a  4-  /;)  _/(o'a+  2'^';3,  a  -  b)\ 

(d')  =  ^[/(2'rf,  O)  +  2/(2'rf,  2)  +  2/(Vr/,  4)  +...+   2/(2V/,   0   -  .  )  | 

la  somme  indiquée  dans  le  premier  membre  s'étendant  aux  diverses 
solutions  de  léquation 

(12)  2.' m  =  2' a  7.  -h  2'''  b  '^ 

en  nombres  impairs  et  positifs  a,  i,  a,  ^;  l'exposant  i  se  trouve  déter- 
miné dans  cbaque  solution,  par  la  condition  de  donner  une  valeur  im- 
paire au  quotient  (m  —  f/a):2'. 

11).   Considérons  maintenant  Téquation 

(i3)  2'/»  =  2^aK -h  2'//>^. 

dans  laquelle  les  nombres  w,  a,  b,  a,  p  sont  impairs  et  positifs,  tandis 
que  les  exposants  /?,  rj  peuvent  être  positifs  ou  nuls.  Le  nombre  m  et 
l'exjiosant  /  sont  donnés,  et  l'on  détermine  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles les  nombres  'a,  b,  a,  [Si,  p  et  q,  de  manière  à  vérifier  léqua- 
lion  (i3  );  puis,  à  chaque  solution,  on  fait  correspondre  un  terme 

f/(  2P7.  —  2»^,  a  +  b)  -J(2''y.  -+-  2*^,  a  —  //)].; 
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enfin  on  fait  la  somme  de  lous  les  lerines  semblables  qui  correspondenl 
aux  diverses  solutions  de  Téqualion  (i3),  et  Ton  désigne  celte  somme 
par  S.  On  a  ainsi 

S  =  ^{/(■2''y.  -  2^?,  a  +  b)  -/{^Py.  ^  2ïp,  a  -  />)\. 

Les  solutions  de  ré([uation  (i3)  peuvent  se  partager  en  divers 
groupes,  suivant  les  valeurs  des  exposants/;,  q.  Tant  que  l'un  de  ces 
exposants  est  inférieur  à  /,  ces  exposants  sont  égaux;  on  a 

p  =^  q  ^  e,  ■i'~'^ni  =  aa  +  h'^. 

La  somme  S^  des  termes  de  S  qui  correspondent  à  la  valeur  c  des 
exposants/?,  q  se  déduit  de  la  formule  {h')  en  y  faisant  X  =  /  —  r.  On 
trouve  ainsi 

(i4)  s,=  -y—'  ^f/|/(  o,  ■y-v/)  -/{2'd,  o)\. 

Lorsque  le  plus  petit  des  deux  exposants  yj,  q  est  égal  à  /,  laulre 
doit  être  plus  grand.  Nous  désignerons  par  S/  la  partie  de  la  somme  S 
(jui  correspond  à  cette  hypothèse,  et  nous  poserons 

L'un  des  deux  nombres  A,  B  sera  pair  et  l'autre  impair,  el  l'on  aura 

S,=  :^[/(2'A  -  2'B,  a  +  />)  -/(2'A  +  2'B,  a  -  /,)\ 
=  2.:^[f(-2'a  -  y+'[i,  a  +  A)  -/(2'a  +  2'-^'^,  a  -  A)|. 

La  somme  indiquée  dans  la  première  expression  correspond  aux 
diverses  solutions  de  l'équation 

rn  =  Aa  -h  Bb, 

en  nombres  entiers  et  positifs  A,  B,  a,  b,  dont  les  deux  derniers  doi- 
>  ent  être  impairs,  tandis  que  les  termes  de  la  deuxième  exjjression  cor- 
respondent aux  diverses  solutions  de  l'équation 

(  12  )  m  =  wj.  +  1' b% 
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eu  nombres  impairs  et  positifs  a,  h,  a,  p.  Nous  avons  montré  (n"  16) 
(|uc  la  première  somme  est  double  de  la  seconde. 

La  somme  S,  relative  à  l'cJcjuation  (i3),  s'oljtient  en  ajoutant  à  la 
somme  S,,  que  nous  venons  de  définir,  la  somme  des  termes  (|ui  cor- 
respondent aux  solutions  où  les  deux  exposants  p,  q  ont  une  valeur 
conunune  e,  inférieure  à  /;  en  un  mot,  on  a 

S  =  S„H-S,  +. .  .-t-S^_,  +  S,. 

Oi'  on  déduil  de  la  formule  (i-'i) 

2  S,=  :i./[/(o,  -id)  +  2/(0,  \d)  4-  4/(0,  8r/)  +. . .+  2'-  '/(o,  2'./)| 

-  (2'— i):i;f//(2'^/,  o). 

D'un  autre  côté,  la  formule  (  d'  donne 

s,= :i;i/(2'./,  o )  +  2/(v./,  2 )  +. . .+ 2/(2'f/,  0  -  .)j 
-:Ldf{-i'd,o). 

Vm  ajoutant  ces  formules  membre  à  membre,  on  trouve 

S  =  1  ;  '11\f{-ii'y.  -  2'^,  a  -t-  h)  -/(  2'^a  +  ■i'^'^,  a  -  h)\  j 

\  =:id[J\o,   orf)  +  2/(0,  .\d)  +   ',/(o,   8./)  +...+  2'-'/(0,   2'./)] 

^'''    ]      +:s[/(2'^/, 0)4-2/(2'./, 2)+...-+- 2/(2'./, o-i)| 


./v 


IJ\-i'd,  o). 


Si  Ton  réduit  la  fonction  /'(x,  j')  successivement  à  une  fonction 
paire  de  x  el  à  une  fonction  paire  àe y,  on  déduit  de  la  formule  (e)  les 
deux  formules  suivantes  : 

,(■>  ^  ^îi:^l./(2^a-2"^;-/(2"a  +  2''?)jj 

^  '       /     =  (2' -  i)/(o)r,( //^)  4-  :•  (0  -  i'd)f(o'd), 


/\f(-2d)+-2„ 
^[/(0)-2/ 


^    1^       \  =i./[/(2f/)+2/(4./)+...+    2'-'/(2'./)| 

+  i;[/(o)  ^  2/('2)  H-  2/(4  )+...+  2/(0   -   1)] 
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Dans  ces  trois  formules,  nous  avons  remplacé  la  somme  simple 
relative  aux  diverses  solutions  de  Téquation  (i3)  par  une  somme  triple 
qui  correspond  aux  divers  systèmes  de  solutions  des  trois  équations 

(i5)  l'm  =  ■2''m'-h  l'^m",  m'  =  ay.,         m'  =  b'i. 

Les  sommes  indiquées  dans  les  seconds  membres  se  rapportent  au\ 
diverses  décompositions  du  nombre  m  en  deux  facteurs  d,  o,  mais  avec 
cette  restriction  que  la  deuxième  somme,  dans  la  formule  (e)  et,  dans 
la  formule  (J),  que  la  somme  partielle  renfermée  entre  crochets  doit 
être  réduite  à  son  premier  terme,  lorsque  o  =  r. 

Liouville  a  encore  donné  quelques  autres  formules  dans  les  arùcles 
cités;  mais,  comme  il  indique  suffisamment  la  manière  dont  elles  se  dé- 
duisent des  formules  que  nous  venons  de  démontrer,  nous  n'avons  pas 
à  nous  en  occuper. 


III.  —    Formules  relatives  aux  deux  équations 
2m  =  rta  -{-  ^3,  ni  =  d,  o,  -+-  ■i'd.,o,. 

20.  Nous  partageons  d'abord  le  double  d'un  nombre  impair  m  de 
toutes  les  manières  possibles,  en  deux  parties  impaires  et  positives 
ni',  m'"]  puis  nous  cherchons  toutes  les  décompositions  de  chacun  de 
ces  nombres  en  deux  facteurs.  En  un  mot,  nous  calculons  les  diffé- 
rents systèmes  de  solutions  des  trois  équations 

(  i  )  2ni  =  m'  -h  m" ,  m'  =  aa.  //;"  =  ^  3 

eu  nombres  impairs  et  positifs.  A  chacune  de  ces  solutions  nous  fai- 
sons correspondre  une  expression  de  la  forme  suivante 

/— 1 
(—  f)  '   [-J(rt  -\-  b,  y.—  3)-+-  .j(a  —  h,  a  -f-  3  )j, 

où  l'on  désigne  par  i{x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  ./;  et  j^,  im- 
paire par  rapport  à  x  et  paire  par  rapport  ky\  c'est-à-dire  une  fonction 
vériiiant  les  conditions 

'H'-*'» -7)  =  '7"(^>7)î         ^f{-  x,y)  =  -fi{x,y),         j(o, /)=o, 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y^  employées  dans  nos  formules. 
Enfin  nous  formons  la  somme  S  de  toutes  les  expressions  semblables 
qui  correspondent  aux  différents  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (i).  C'est  ce  que  nous  exprimons  par  la  formule 

S  =2l  ;  — -(—  I)  '  {:ê{a-~  h.  a  —  3  )^.:«(a  —  b.  ol -h  3)]|, 

où  nous  indiquons  entre  parenthèses  les  deux  intégrations  relatives 
aux  deux  équations  m'^  aa..  m"=  b'^. 

Comme  les  écjuations  (i)  ne  changent  pas  lorsqu'on  permute  entre 
elles  les  lettres  grecques  et  les  lettres  latines  correspondantes,  on  a 

-^(— I)'    .-/('a  —  Z;,  a -i- ^3)=  2'(— i;  ^    3iy'X  —  'i,  a  —  b)\ 

de  plus,  le  système  des  équations  (i)  peut  être  remplacé  par  l'équation 

(2)  2/7t  =  aoL-—  b^p. 

Ea  somme  S  peut  donc  s'exprimer  par  la  formule 

r  f^^±  ^  1 

S  =  i[('-i)  '    S(a^b,  y.-  ^;-H(-i;  -   f,{7.-'^,a^b)\, 

dans  laquelle  le  signe  sommaloire  se  rapporte  aux  diverses  solutions 
de  l'équation  (2)  en  nombres  impairs  et  positifs. 

21.  Désignons  par  5o  la  partie  de  la  somme  S  qui  correspond  à 
l'hypothèse  a  =  |j.  La  valeur  commune  des  deux  nombres  a,  ^  est  un 
diviseur  de  m  ;  nous  le  désignerons  par  0  et  nous  remplacerons  l'équa- 
tion (2)  par  les  deux  suivantes 

O)  m  =^  do.  2d  =  a-\-  b. 

(]omme  la  fonction  j(x,  y)  vérifie  la  condition  j(o,  a  -t-  ^^  =  o,  la 
somme  partielle  S^  est  exprimée  par  la  formule 

So  =  I('—  1)  -  i(^d,  o), 
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dans  laquelle  le  signe  ii  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  d  et 
de  b  propres  à  vérifier  les  équations  (3).  Or,  pour  chaque  diviseur  d 
de  m,  le  nombre  b  reçoit  les  valeurs  i,  3,  5,  ...,  id  —  i.  La  somme 

des  facteurs  (—  i)  '  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  d  est 
donc 

I  —  I  +  i  4-. ..  +  (—  i/^*  =  i; 

par  conséquent,  on  a 

So=^.7(2^/,  o), 

le  signe  2i]  se  rapportant  aux  diverses  solutions  de  l'équation  ni  =  do. 
Les  autres  termes  de  S  peuvent  se  grouper  deux  à  deux,  au  moyen 
des  formules 

a'^b^  b'=a,  a'=j3,  ^'=a, 

qui  correspondent  à  la  permulalion  des  deux  termesaa,  i^,  et  en  vertu 
desquelles  on  aura 

a'  -\-  b'  =  a  -\-  b, 

a'-?'  =  -(a-^), 

fv{a  +  b\  a'  —  p')  =      f^(a  -h  b,  y.  —  [5), 

.f(a'-|3',  a'-hb')  =  -^(oL-'^,  a-hb). 

De  plus,  nous  pouvons  supposer  que  celle  des  deux  solutions  par 
laquelle  nous  exprimons  la  somme  des  deux  termes  d'un  même  groupe 
satisfait  cà  l'inégalité  a  —  [5  ]>  o,  puisque  les  deux  difîérences  a'  —  Ji', 
a  —  ^  sont  de  signes  contraires.  On  peut  donc  exprimer  la  somme  S 
par  la  formule 

)  s  =  :sF(2./,o)  +  :i:.[(-i)''^+(-i)^']j(a  +  ^,  a-;i) 

(  +:S,[(-i)    '-    -(-I)    -^    J.T(a._^„«,  +  Z,,)^ 

en  désignant  par  2Î1,  une  somme  dont  les  éléments  correspondent  à 
celles  des  solutions  de  ré(|uation  (2)  dans   lesquelles  la    différence 


a  —  [i  est  posiLive,  et  par  ^.  une  somme  relative  à  lï'quation 

(2')  2 /»  =  «,a,  +  ^'it^i, 

et  soumise  à  la  restriction  a,  —  [i,  >  o. 

22.  Nous  distinguons  les  deux  équations  (2)  et  (2'),  quoiqu'elles 
ne  diffèrent  que  par  les  notations,  afin  de  grouper  chaque  terme  de  2, 
avec  un  terme  de  ^,  vérifiant  les  relations 

(A)  a,  —  [i,  =  a-l- ^>,  «,  +  ^,  =  a  —  p. 

Pour  démontrer  que  cela  est  toujours  possible,  nous  écrirons  les 
équations  (2)  et  (2')  de  la  manière  suivante 

(a)  2m=(a-h  l>)[i-+-(c^ —  {i)a, 

2m  =  (a,-  {i,)a,  +(a,-t-^>,)!3,. 

Au  moyen  des  relations  (A),  la  dernière  formule  peut  s'écrire 

([i)  2m  =(«  +  />  )«,  +  (>.-  [iy^,. 

Or,  en  comparant  les  deux  formules  (a),  (p),  on  voit  que  la  dernière 
est  une  conséquence  de  la  première,  pourvu  que  l'on  prenne 

(B)  «,  =  [i  -  0(a  -  fi),  [i,  =  a  +  0(  rt  +  b) 

en  désignant  par  0  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus,  nous  mon- 
trerons que  l'on  peut  déterminer  le  nombre  0  de  manière  que  la  solu- 
tion «I,  h,,  a,,  p,  de  l'équation  (2')  vérifie  toutes  les  conditions  suppo- 
sées dans  la  somme  So-  En  effet,  en  résolvant  les  équations  (A)  et  (B), 
on  trouve 

I. 

a,  =  a  +(0  -M)(a  -t-  b),  {i,  =  a  +  0(a  +  b), 

a,  =  ji  -  0(a  -  p),  b,  =(0  -t-  i)  (7.  -  p)  -  p. 

Les  cpiatre  nombres  a,  b,  a,  p  étant  impairs,  les  quatre  nombres  dé- 
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lorininés  par  ces  formules  sont  aussi  impairs,  quel  que  soit  le  nombre  0  ; 
mais,  pour  que  les  deux  nombres  a,,  1)^  soieni  positifs,  il  faut  que  0  vé- 
rifie les  deux  inégalités 

(5)  0<^-ip<0  +  -. 

La  différence  a  —  [3  étant  paire  et  positive,  tandis  que  |3  est  impair, 
le  rapport  [i  :(a  —  jî)  est  une  fraction  positive,  dont  la  partie  entière 
est  nulle  ou  positive.  On  satisfait  aux  inégalités  (  5)  en  égalant  0  à  cette 
partie  entière,  et  on  ne  peut  le  faire  que  de  cette  manière. 

De  plus,  la  valeur  de  0  étant  positive,  les  nombres  a,,  ^,  sont  aussi 
positifs  et  l'on  voit  qu'ils  satisfont  à  la  condition  a,  —  ['i,  >  o  supposée 
dans  la  somme  2]^. 

Par  conséquent,  à  cliacun  des  termes  de  2,,  les  fornudcs  I  font  cor- 
respondre un  terme  de  2,,  et  un  seul. 

23.  Je  dis  en  outre  que  le  même  terme  de  Slj  ne  correspond  jamais, 
dans  les  formules  I,  à  deux  termes  de  2,.  Car,  si  cela  avait  lieu,  on 
aurait  en  même  temps  les  formules  I  et  les  formules  suivantes  : 

a,  =«'-{-(0'+  i)(«'+  b'),  p,  =  «'+  0'('rt'-l-  h"), 

«,  =  |i'  _  0'(7-'+  ?',  A,  =(0'+  i)(a'-  ^')  -  p'. 

On  en  déduirait  respectivement  les  deux  systèmes  suivants  : 

II. 

y.  =(0  +  i)(rt,  -^b,)+  <7,,  ,3  =  0(a,  4-  b,)^  rt,, 

a  =  ?,-0(a,-!i.),     ■  />  =  (o^i)(a, +  ;;;,)-?.; 

a'  =  (0'-l-  i)(«,  +  i,)-l-  a,,  ;i'=  0'(«,  4-  Z>,)  +  «,, 

a'=^,_  0'('a,-^,),  //  =  (;0'4-r)(a.-,3,)-|i,. 

Or  les  conditions  a  >  o,  ^  >  o  déterminent  0  par  les  inégalités 
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âo  inômc  les  conditions  (7'>  o,  //>  o  cxipMil  que  l'on  ait 

0'<-A-<0'+-; 
on  a  donc 

on  désignant  par  E(a;)  la  partie  entière  du  nombre  x.  Les  deux  nom- 
lires  0,  0'  étant  égaux,  on  a 

a' ^  a,         h'z=h,  a'=a,  [î'=^; 

c'est-à-dire  que  les  formules  I  ne  font  jamais  correspondre  la  Miémc 
solution  de  l'équation  (2')  à  deux  solutions  différentes  de  réipia- 
lion(2). 

Ainsi  les  formules  (A)  et  (B)  jointes  aux  inégalités  (o)  groupent 
chacun  des  termes  de  21,  avec  un  des  termes  de  l^^i  et  inversement,  de 
telle  manière  que  le  même  terme  ne  se  trouve  jamais  répété.  (]ommc. 
en  vertu  des  formules  (A),  on  a 

,f(a,  -  p,,  a,  -f-  h,)=ff{a  -t-  /^  a  — |i), 

la  somme  des  deux  termes  d'un  même  groupe  est 

[(- 0^ +(- ^y  - (- 0'^- (- o^'7(«  +  ^  ^- - ?), 

ri  la  somme  proposée  est  exprimée  par  la  formule 

(  6  )      j  r  «-j  b-j  lfi^-\  a,-l  T 

\      +  :^,  [(- ,)  ^  -^(- , )  -^  -+-  (- , )  ^  -  (_ ,)  -^  J  .f(«  -^  /y,  a  -  ;i). 

ilans  laquelle  2l,  indique  une  somme  dont  les  éléments  correspondent 
à  celles  des  solutions  de  l'équation 

(2)  -MU  =  av.  -h  b'^ 

ipii  xèiilient  la  condition  a>  ^,  et  les  deux  exposants  a,,  ji,  sont  dé- 
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icrmiiK's  [)ar  les  éfjuations 

/  a,  =  a -1- (0  +  r)(a -I- &), 
(7)  )  3,  =  «  +  0(rt +■  b), 

24.  L'expression  précédente  de  la  somme  S  peut  se   simplifier. 
D'abord  on  conclut  de  l'équation  (2),  mise  sous  la  forme 

(a)  2m  =(a  +  6)j3 +(a  -  p)a, 

(pie  l'un  des  deux  nombres  (a  4-  b)^  (oc  —  [i)  est  de  la  forme  ^l,  et 
l'autre,  de  la  forme  !il  -h  -i.  Supposons  d'abord 

a-hb^o     (mod4),  a  — ^^ee2     (mod'i); 

on  déduit  des  formules  (7) 

a,ss[5,^a         (mod4); 
[)ar  conséquent 

P,  -  1  g|  -  I  n  — 1  A-l 

le  terme  correspondant  de  ^,  s'évanouit.  Il  ne  reste  ainsi  dans  cette 
somme  c|ue  les  termes  où  l'on  a 

a  -h  b  =  id,,  K  —  p  =  2'"^' d.,, 

en  désignant  par  d,,  d.,  deux  nombres  impairs,. et  par  i  un  exposant 
entier  et  positif.  Comme  on  a  dans  ce  cas 

a  —  I  b  —  I  pi  —  I  a  —  I         f. a,  —  I  1 ,   \ 

a  2  2  2  a  ^  "  ■^ 

le  coefficient  correspondant  de  ^(a  -h  b,  y.  —  fl)  dans  la  formule  (G) 
est  égal  à 
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(^.omme  ce  coefficient  se  réduit  à 


_'(( —  i)  '       ou  à     o, 

suivant  (jue  0  est  pair  ou  impair,  on  peut  remplacer  la  formule  (  (3  )  par 
la  suivante 


(S) 


S=  lS(2d,  o)-\-^^'(—\)  -   ,?(a4-  b,  y.  -  ^), 


dans  laquelle  on  désigne  par  — '  une  somme  dont  les  éléments  corres- 
pondent à  celles  des  solutions  de  Téquation  (2),  qui  satisfont  aux  con- 
ditions 

(C)     y.>%         a^b     (mod4),         0  =  e(^)^o     (mod2). 

2o.   Les  deux  premières  conditions  sont  vérifiées  lorsqu'on  prend, 
comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut. 


(«) 


a  +  b  =  2  ci,,  ='--?  =  2'"'  (L 


en  désignant  par  c/,,  d.^  deux  nombres  positifs,  impairs.  En  substituant 
ces  expressions  dans  l'équation  (  2)  mise  sous  la  forme  (a),  on  a 

(  9  )  m  =  (//^  -h  l'd.;.  a, 

et  Ion  peut  remplacer  la  formule  (8)  par  la  suivante 


(8') 


S  =  2:i(2f/,o)-+-4-,('-l)    '-     .f(2f/,,2'-'rf,), 


en  désignant  par  —,  une  somme  dont  les  éléments  correspondent  à 
celles  des  solutions  de  l'éipialion  (9)  en  nombres  impairs  et  positifs 
d,,  d.,,  a,  |il,  ([ui  vérifient  les  conditions 


a  <id„         0  =  E  (^ ^,^4^J  ^  o         (  mod 2). 
Mais  la  somme  —,  peut  être  remplacée  par  la  somme 

Ô;-l 
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étendue  à  toutes  les  solutions  de  l'équation 

(10)  ■    m  =  f^,  0,  +  2V/2O2 

en  nombres  impairs  et  positifs  «/, ,  d.,^  o,,  o^,  l'exposant  i  pouvant  être 
pair  ou  impair.  En  cflet,  si  l'on  cherche  dans  les  deux  sommes  S,,  ^, 
les  termes  qui  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  f/,  et 
2'rfo,  on  trouve  que  cette  somme  partielle  a  la  même  valeur  dans  les 
deux  sommes  considérées.  D'abord  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion (9)  s'expriment  au  moyen  de  l'une  d'elles  «„,  |3o  par  les  formules 

a  =  a,|  -f-  kd^ ,  P  =  ?o  —  ^  ^'  (U  '1 

mais,  pour  que  le  nombre  a  soit  impair,  a^  et  [îg  étant  supposés  impairs, 
il  faut  que  le  nombre  k  soit  pair.  Posant  donc  A^  =  2X,  on  a 

a  =  r/o  -I-  X  2  <'/, ,  [3  =  %,  -  'k  2'*'  d.. 

La  première  de  ces  formules  montre  qu'une  seule  de  ces  solutions 
(«,  p)  satisfait  à  la  double  condition 

o  <  a  ■<  2  f/, . 

Par  conséquent,  à  chaque  système  de  valeurs  de  r/,   et  2'f4,   il  ne 
peut  correspondre  qu'un  seul  terme  de  2,,  savoir 

n  —  l 

(-i)~.j(2d„2'-'d.:); 

mais,  pour  qu'il  existe  effectivement,  il  faut  que  la  valeur  correspon- 
dante de  p  vérifie  la  condition 

Or  il  en  est  de  même  pour  S,.  Car  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion (10)  en  nombres  impairs  sont  données  par  les  formules 

o^=a-hA2c/,,         0,  =  3  —  X2'+V/,. 
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l.e  nombre  a  olant  <  -id,,  o,  ne  peut  être  positif  qiraulant  (pie  A 
est  nul  ou  positif;  pour  que  o,  soit  aussi  positif,  il  faut  que  A  ne  sur- 
passe pas  la  partie  entière  0  du  quotient  (î  :  -2'^'  d,.  Le  nombre  c.  ne 
])eut  donc  avoir  que  les  (0  +  i)  valeurs  qui  correspondent  aux  valeurs 
(),  1 .  2,  . . .,  0  de  X.  D'ailleurs,  pour  chaque  valeur  de  \,  on  a 

llZLl^'L^+X     (moda),  (_  ,)V  _  (_  ,)V^_  ,y,_ 

I^a  somme  des  termes  de  S,  qui  correspondent  à  un  même  système 
(</,,  2'd.,)  est  donc 

J  (  2  d, ,  2-  '  d,  )  (-  I  î"^  Il  (-  i  )^  ; 


-(-0' 


I  +  I  —  . . .  -I-  (  —  I  )"  ^  I      ou     0 


suivant  que  0  est  pair  ou  impair.  Par  conséquent  la  souime  partielle 
considérée  se  réduit  à 

a —A 

(-  ï)~^  S(-2d,,  2'^V/.,  ) 

si  0  est  pair,  et  à  zéro  si  0  est  impair.  Les  deux  sonnnes  ^,  et  S,  sont 
donc  égales. 

26.  En  remplaçant  dans  la  formule  (8')  S  par  son  expression  en 
somme  simple,  relative  à  Féquation  (2),  et  —,  par  Texpression  de  la 
somme  écpiivalente  S,,  on  obtient  la  formule  suivante 


(m) 


(jue  Liouville    a  donnée    dans  son  dix-huitième  article  (^Joiii-iial  de 
Mathématiques,  1^  série,  t.  X,  p.  109). 

Lorsqu'on  réduit  la  formule  §{x,  y)  à  une  fonction  impaire  de  ./•, 
indépendante  de  j',  c'est-à-dire  à  une  fonction  \'{x)  vérifiant  les  con- 
ditions 

F(_  x)  =  -  F(x-),         F(())  =  o, 
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|)()ur  toutes  les  valeurs  de  j?  employées  dans  nos  formules,  on  obtient 
la  formule  suivante  : 

(  l(-if^[F(a-\-l>)+F(a-b)] 
'       =^F(o,/)  +  4l(_i)   '    F(-d,). 

La  deuxième  somme  du  second  membre  peut  être  remplacée  [)ar 
une  somme  triple  relative  aux  trois  équations 

(lo)  m  =  r» , -\- 2'in.j,  /n,  =  il,i,,  m2=(f-,o.2. 

Les  sommations  relatives  aux  deux  dernières  équations  se  trouvant 
séparées,  on  peutefîecluer  celle  qui  correspond  à  l'équation  nt^  =  d.Ci.,; 
posant  donc 

et  remplaçant  la  somme  simple  du  premier  membre  par  une  somme 
triple,  relative  aux  trois  équations  (i),  on  obtient  la  formule  (L)  don- 
née par  Liouville,  dans  son  sixième  article  (^Journal  de  MalJiéma- 
tiques,  t.  III,  p.  327),  savoir 

27.  On  démontre  d'une  manière  semblable  une  autre  formule 
donnée  par  Liouville  dans  son  dix-septième  article  {Journal  de  Ma- 
thématiques, 2*  série,  t.  X,p.  j35)  et  qui  se  rapporte,  comme  la 
])récédente,  aux  deux  équations 

lin  =  aa  -I-  />J5i,  m  ^  '/,i,-+-  -l'd.o.^. 

Mais  on  y  considère  une  fonction  '^/Çx^y)  symétrique  par  rapport 
aux  deux  variables  x,  y,  et  paire  relativement  à  chacune  de  ces  varia- 
bles. 
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On  forme  d'abord  la  soin  me 

S'=  ^(- i)^""^'|(a  - /y,  a  +  ^) 
relative  à  tontes  les  solutions  de  réquation  (2) 

en  nombres  impairs  et  positifs  a,  b,  a,  {3;  puis  une  seconde  somme 

relative  à  Téquation 

(10)  m  =  d^rj^  +  l'djj.,. 

Nous  démontrerons  qu'il  existe  entre  ces  deux  sommes  la  relation 

S'=S  +  4S,, 
où  Ton  désigne  par  S  la  somme 

S=.i:(-i)~<];(o,  orO, 

relative  aux  décompositions  du  nombre  m  en  deux  facteurs  d,  0. 

(Cherchons  d'abord  la  partie  de   S'  qui  correspond  à  Fliypollièse 
a  =^  h. 

La  valeur  commune  de  a  et  de  b  étant  un  diviseur  du  nond)rc  ///, 
désignons-la  par  0  et  posons 

})}  =  do. 

\j,\  partie  cliercliée  de  S'  correspond  aux  deux  é(]ualions 

m  ==  dZ,  2^/  =  7.  -I-  [i, 

cl  la  somme  des  termes  qui  correspondent  à  une  mèiiK'  valeui'  de  c  est 
égale  à 

ô- I  a -1 

(-1;  ■'    'Ko,  2r/):S(-i)  "-   , 
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la  sommation  indiquée  par  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  a  im- 
paires et  inférieures  à  2f/;  on  a  donc 

rx-l 
2(—    l)     -      =1-1    +    1    —  ...-f-(—  1)''-'   =    ,. 

I^a  somme  des  termes  de  S'  qui  correspondent  à  riivpollièse 
a  ^  b  =z  0 
se  réduit  donc  au  terme  uni(jue 

et  la  somme  de  tous  les  termes  de  S'  qui  correspondent  aux  solutions 
do  l'équation  (2),  dans  lesquelles  a  et  b  sont  égaux,  est  ég-ale  à  la 
somme  S,  de  sorte  que  Ton  peut  poser 

S'  =  S  +  S", 

en  désignant  par  S"  la  somme  des  termes  de  S'  dans  lesquels  les  deux 
nombres  a  ci  b  sont  inégaux. 

28.  Or  la  somme  S"  est  égale  au  quadruple  de  la  somme  S,.  D'a- 
bord on  peut  grouper  deux  à  deux  les  termes  de  S"  au  moyen  des  l'oi'- 
mules 

a'  =  b,  b' =  a,  a'=  p,  [ïl'=  a. 

La  fonction  ']'(x,  y)  étant  paire  par  rapporta  x,  on  a 

■^(«'  -  b',  a'  +  ,3')  =  '^{a  -  Z>,  a  +  ^  ), 

et  la  somme  des  deux  termes  devient 


r  a-l       /<-!  [i-I       n  — IT 


^  a  +  fi  ), 


et  nous  pouvons  supposer  que  la  solution  a,  b,  a,  ^  au  moyeu  de 
laquelle  nous  exprimons  la  somme  des  deux  termes  est  celle  des  deux 
solutions  du  groupe  considéré,  qui  vérifie  la  condition  a  >■  h.  Or,  eu 
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ocrivant  rr(jiialioii  (2)  sous  la  forme 

1.1,1  =(a  -  h)y.-^{y.  -  [i)6  +  2^|i, 

on  voit  que  Ion  a 

^ {  mod  2  ). 

2  3  ^ 

el,  jiar  conséquent, 

a  —  I         b  —  \         3  — 1«  —  1  ,        j 

\ EE^ \ (niod2  ), 

u  2  2  1  ' 

g-l      b- 1  p-l      n-l 

On  a  donc 

en  désignant  par  ^,  une  somme  dont  les  ternies  correspondent  à  celles 
des  solutions  de  Téquation  (2)  en  nombres  impairs  et  positifs,  qui  sa- 
tisfont à  la  condition  a  —  b'^  o. 

29.  Afin  de  profiter  d'une  partie  de  la  démonstration  de  la  for- 
mule (i  i),  nous  échangerons  entre  elles  les  lettres  grecques  et  les  lettres 
latines  corresj)ondantes,  et  nous  écrirons 

S"-  -1^,  (-  i)  '-  "  ^   •{.(a  -  [i,  a  +  b), 

en  désignant  par  ^|  une  somme  relative  à  celles  des  solutions  de  l'é- 
cjuation  (2)  qui  vérifient  la  condition  a  —  jb  >  o. 

Nous  avons  vu  (n"*' 22  el  25  )  cjue  toutes  ces  solulions  peuvent  se 
grouper  deux  à  deux  au  moyen  des  formules 

(A)  a,  —  [î,  =  a  +  ^,  «,  +  />,  =  7.  —  |i, 

(B)  a,  =  ,'i-0(  a -;5),  p,  =  rt +  0(«+ //), 

dans  lesquelles  le  nombre  0,  en  vertu  des  conditions  a,  >>  o.  b,  >>  o. 
est  déterminé  par  les  inégalités 

(5.)"  0<^3<^^  +  ''         '^  =  ^il^)- 
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I^a  somme  des  deux  termes  d'un  même  groupe  est 

D'abord,  des  formules  (  A)  et  de  ce  que  ■\i(x,y)  est  une  fonction 
symétrique  des  deux  variables  x,  y,  on  déduit 

'!(  a,  —  ^, ,  «,  +  /y,  =  |(>r  +  b,  rj.  —  p)  =  ■!(  a  —  ["i,  a  +  b), 

et,  par  conséquent,  la  somme  des  deux  termes  de  2,  qui  correspon- 
dent aux  deux  solutions  considérées  est 

[(-  i)   ^  "    ^-    +  (  -  i)   ^         '    J'i>(  a  -  ["i,  a  +  b). 

D'ailleurs    on   déduit  de   Técpiation   (2)   mise  sous  la   forme   (a), 
n"  24, 

m  ^ -\ E^  i  (inod2  ), 

el  des  formules  I  dun"  22 

'-! = -f-  0 ss h  0  (  niod2). 


On  à  donc 

p,-,    «,-1  p-i    «-1 

ce  qui  justifie  l'expression  énoncée  ci-dessus. 

De  plus,  comme  l'un  des  deux  nombres  (a  +  b)  ou  (a,  -h  b,)  est 
de  la  forme  1[1-t-  2,  nous  supppserons  que  celle  des  deux  solutions  au 
moyen  de  laquelle  on  exprime  la  somme  des  deux  termes  vérifie  la 
condition  «  +  6=4^4-2. 

La  somme  S"  peut  donc  s'exprimer  par  la  formule  suivante 

S"=2:i.,[i+(-i/|(-i)   -^       =    ']j(7.-^,a^b), 
(i3)         ' 

0  =  Ei 
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OÙ  Ton  désigne  j)ar  — .  une  somme  dont  les  termes  correspondent  à 
celles  des  solutions  de  l'équation  (2)  dans  lesquelles  on  a 

a>|'i         et         «  +  Z/^5  2         (mod4). 

50.  L'expression  cherchée  de  la  somme  S"  au  moyen  de  la  somme  S, 
se  déduit  de  la  dernière  fonnulc  en  posant,  comme  au  n"  2o, 

(C)  n-^b=-2f/,,  y.  - '^  =  2'^' (L, 

ce  cjui  réduit  l'équation  (2  )  à  la  suivante  : 

(ç))  /il  =  f/|  |3  -h  2.'d.^  a. 

Au  lieu  de  la  formule  (  i3),  on  aura 

en  désignant  par  2'  une  somme  dont  les  termes  correspondent  à  celles 
des  solutions  de  l'équation  (9)  en  nomhres  impaii's  et  positifs  d,,  d.,, 
oi,  p,  qui  vérifient  la  condition  a<^  2d,. 

Nous  avons  vu  plus  haut  (n°2o)  que,  pour  chaque  système  de  va- 
leurs des  nombres  ^/,,  2' d.,  propres  à  vérifier  l'équation 

(10)  m  —  d,o,  -i~  -l'il^o.,, 

l'écjuation  (9)  n'admet  qu'une  seule  solution  qui  vérifie  la  condition 
(7<^  2r/,,  tandis  que  l'équation  (10)  admet  toutes  les  solutions  qui  se 
déduisent  des  formules 

0,  =  a  -H  A  -id, ,  0,  =  ^  -  A  2'^'  d,. 

en  donnant  à  A  les  valeurs  o,  1,2,  . . .,  0.  La  somme  des  termes  de  S, 
qui  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  d,  et  2'f/,  est 
donc 

■i(-2^-'</„2d:)^(-if^^'^. 
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Or  on  déduit  des  doux  dernières  formules 

0,  —  I  ■      0.,  —  I        3  —  I        a  —  I        -, 
i  1  1  i 

On  a  done 

La  somme  renfermée  cnlrc  parenthèses  se  réduit  à  i  ou  à  o  suivanl 
(jiie  0  est  pair  ou  impair;  elle  est  égali^  dans  tous  les  cas  à 

i|n-(-i)^J. 
La  somme  S,  peut  donc  s'exprimer  par  la  formule 

dans  laquelle  — '  désigne  une  somme  dont  les  termes  correspondenl. 
comme  dans  la  formule  (i-'i)j  «lux  solutions  de  réc{ualion  (9),  sous  la 
condition  a  <<  2f/,  ;  ce  qui  justifie  la  relation  énoncée 

S"=/,S,. 

<_)n  a  donc,  entre  les  (rois  sommes  considérées,  la  relalion 

51.   On  remplit  les  conditions  imposées  à  la  fonction  ']^(f,  >■  )  en 
prenant 

■K-^->r)  =  /(-'-)+/(7\ 

pourvu  que  Ton  désigne  par /(x)  une  fonction  paire  de  x.  Le  premier 
mendu'e  de  la  formule  (i5)  devient  alors 

^(-  ip"""^/(>/  -  ^)  +  :S(-  I  )^"^yxa  +  '(.  ). 

Mais  chacune  de  ces  sommes  reste  invariable  lorsqu'on   y  «'change 
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enlro  elles  les  lettres  grecques  et  les  lettres  latines  correspondanles. 
En  faisant  cet  échange  dans  la  dernière  somme  et  en  ayant  égard  à  la 
relation 

on  j)eul  remplacer  cette  seconde  somme  par  la  suivante 

g— I    ti~i 

de  sorte  que  la  formule  (ij)  devient 

("3)  i       ==V(-,)'^[/(2<)  +  /(o)] 

+  4:ï:(-i)'^"'^[/(2f/.)+/(2-V/,J. 

On  peut  prendre  /"(.):■)=  cos/j?;  on  obtient  ainsi  la  formule 

r  ?Li_'  tii  \ 

■i^l-é{—i)^    cosa^2(— i)'    cos/>/J 

1  0—1 

=  ^(— i)  '  (i -4- cos2(://) 

+  4-[2(-l)^^(-l)'^COS2f/,/] 

4-42[2(-i)^:S(-i)"^cos(V-v/,/]. 


(17) 


La  triple  somme  du  premier  membre  se  rapporte  aux  trois  équa- 
tions 

im  =  j)i' -\-  m" ^         m'  =  aa,  m"  =  b^\ 

les  deux  sommes  triples  du  second  membre  correspondent  aux  trois 
équations 

m  =  m  I  +  2'  /;?  o ,  m ,  =  d^o^,         m.,  =  cL  Oo . 

Les  sommations  relatives  à  ces  équations  étant  séparées,  on  pourra 
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les  efiectiier  pour  cliaque  valeur  de  /.  Ainsi,  pour  /  =  o,  on  a  la  relalion 

^p(m')p(m")  =  '^p(in)-h  42p(w,  )  p(ni,  ), 

où  l'on  désigne  par  p(m)  le  nombre  des  décompositions  de   2 m  en 
sommes  de  deux  carrés  impairs. 

Les  formules  élablies  dans  ce  Mémoire  sont  susceptibles  d  un  i^raïul 
nombre  d'applications.  Je  donnerai  dans  un  prochain  Mémoire  la  suite 
des  applications  aux  formes  quadratiques,  par  lesquelles  j'ai  terminé 
le  Mémoire  cité  du  19  avril  i885  (Atti  dell'  Accarlûmia  de'  Nuoi'i 
Liiir(n). 
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Sf/r   les  courbes  cye/ifjaes  de   direction; 
Par  m.   g.   HUMBERT. 


Dans  notre  Mémoire  sur  le  théorème  d'Abel,  publié  dans  le  tome  III 
(4*  série)  de  ce  Journal,  nous  avons  énoncé,  relativement  aux  courbes 
cycliques  de  direction,  la  proposition  suivante  ('  )  : 

La  somme  des  arcs  interceptes  sur  une  courbe  cyclique  de  direc- 
tion^ à  brandies  cycliques  distinctes, par  deux  courbes  quelconques 
de  même  degré,  est  égale  à  la  somme  des  arcs  interceptés  par  ces 
mêmes  courbes  sur  les  cercles  qui  osculent  à  l'infini  les  branches  de 
la  courbe  primitive. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  avons  admis  qu'un  même  cercle 
réel  osculait  à  Finfini  deux  branches  conjuguées  de  la  courbe  primi- 
tive; mais,  en  général,  une  courbe  cyclique  n'admet  pas  de  tels  cercles 
biosculateurs,  et  le  théorème  précédent  doit  subir,  pour  s'appliquer 
à  tous  les  cas,  une  légère  modification. 

Parmi  les  cercles  qui  ont  pour  centre  un  foyer  singulier  réel  dune 
courbe  réelle,  et  qui  touchent  tous,  en  chacun  des  points  cycliques  I 
et  J,  une  branche  de  cette  courbe,  il  en  est  un  qui  oscule  la  branche 
correspondant  au  point  I,  et  un  autre,  imaginaire  conjugué  du  pre- 
mier, qui  oscule  la  branche   correspondant  au  point  .1.   Si  ces  deux 

(')   Page  Sgo;  n°5i. 
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cercles  coïncident,  on  est  en  présence  d'un  cercle  biosculateur  ;  s'il  en  est 
autrement,  désignons  par  R  +  R'«  et  R  —  R'i  leurs  rayons,  et  appe- 
lons cercle  focallG  cercle,  concentrique  aux  précédents,  et  de  rayon  R. 
On  arrive  alors  sans  grande  difficulté,  en  appliquant  les  principes  éta- 
blis dans  le  ÏNIéinoire  sur  le  théorème  d'Abel,  au  résultat  suivant  : 

La  .somme  des  arcs  interceptés  sa/-  une  courbe  cyclique  de  direc- 
lion  réelle,  à  branches  cycliques  distinctes,  par  deux  courbes  cjucl- 
conques  de  même  degré,  est  égale  à  la  somme  des  arcs  interceptés 
par  ces  mêmes  courbes  sur  les  cercles  focaux  de  la  courbe  pj-imitive. 

La  même  modification  doit  être  introduite  dans  le  théorème  VI  du 
n"  62. 

A  cette  occasion,  nous  conqjléterons  les  résultats  c[ue  nous  avons 
donnés,  relativement  aux  courbes  cycliques  de  direction  à  branches 
cycliques  distinctes,  et  ne  touchant  pas  la  droite  de  l'infini,  par  les 
remarques  suivantes  : 

Si  l'on  considère  la  somme  algébrique  des  arcs  intercepté^  sur  une 
(le  ces  courbes  par  les  deux  côtés  d'un  angle  a,  elle  sera  égale,  d'après 
le  théorème  précédent,  en  appelant  R,,  R^,  ...  les  rayons  des  cercles 
focaux,  à  a^R|,  les  rayons  étant  affectés  de  signes  convenables,  déter- 
minés par  le  sens  dans  lequel  sont  décrits  les  cercles  focaux.  On  voit 
que  celte  somme  est  indépendante  des  positions  respectives  de  la  courbe 
et  de  l'angle,  et  l'on  généralise  ainsi  la  propriété  bien  connue  du  ccrcL^ 
i-elalive  à  la  mesure  des  angles  : 

La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  coui-be  cyclique  de  direc- 
tion réelle,  à  In  anches  cycliques  distinctes,  par  les  deux  côtés  d'un 
angle,  est  p/-oportionnelle  à  la  valeur  de  cet  angle,  et  indépen- 
dante de  sa  position  dans  le  plan. 

La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courb(3  cyclique  de  direct  ion 
par  deux  courbes  asymptotiqucs  étant  toujours  nulle  (i>0),  on  voit 
également  que  : 

La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe  cyclique  de  direc- 
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tion  réelle,  à  branches  cycliques  distinctes,  par  deux  courbes  quel- 
conques de  même  degré ,  est  indépendante  de  la  position  de  la 
courbe  cyclique  par  rapport  aux  deux  courbes  sécantes. 

Car  on  peut  remplacer  cliacuiie  do  ces  dernières  par  le  faisceau  des 
droites  menées  dun  point  parallèlement  aux  directions  asyniptn- 
tiques. 

Ce  théorème  s'applicjue,  en  particulier,  au  cercle. 
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Sf/r   les  courbes  algéhri(jues  planes  rccti fiables  ; 
Par  m.  g.  HU3IBERT 


1.  Nous  appellerons,  à  Texeniple  de  Serret,  courbe  algébrique 
rectifiable  toute  courbe  dont  l'arc  peut  être  exprimé  par  une  fonc- 
tion algébrique  des  coordonnées;  parmi  les  courbes  rectifiables,  on 
peut  considérer  en  particulier  celles  dont  l'arc  est  exprimable  par  une 
fonction  rationnelle  des  coordonnées.  Cela  posé,  les  problèmes  que 
nous  aborderons  dans  ce  travail  sont  les  suivants  : 

1.  Déterminer  toutes  les  courbes  algébriques  planes  rectifiables, 
et  trouver  la  forme  de  l'équation  qui  lie  Varc  aux  coordonnées. 

II.  Déterminer  toutes  les  courbes  algébriques  planes,  dont  l'arc 
est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées. 

Nous  terminerons  en  donnant  quelques  exemples  de  courbes  recti- 
fiables, et  en  indiquant  quelques  propriétés  relatives  aux  longueurs  de 
l'arc  sur  ces  courbes. 

2.  Soit  f(x,y)=^o  l'équation  d'une  courbe  algébrique  :  suppo- 
scms  qu'il  existe  entre  l'arc  s,  compté  à  partir  d'un  point  fixe,  et  les 
coordonnées,  x,y,  de  l'extrémité  de  l'arc,  une  relation  algéliri([u^'. 
F  {s,  .r,j-)=o. 

Nous  allons  montrer  que  ci'lte  équation  peut  se  ramener,  dans  tous 
les  cas,  au  second  degré  par  rapport  à  s. 

Cberebons  en  effet  combien  de  valeurs  peut  avoir  la  fonction  s  quand 
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on  donne  à  x  cl  /  les  valeurs  qui  correspondent  à  un  poinl  de  la 
courbe  y  =  o. 

Représentons  sur  un  plan  la  variable  x,  selon  le  mode  ordinaire  de 
représenlation  des  quantités  imaginaires;  soient  a'o  et  a,-,  deux  points 
donnés  de  ce  plan,joetj,  deux  valeurs  de  >■  correspondant  respec- 
tivement à  ces  points  par  la  relation  /(  r,  >■)  =  o. 

Tous  les  chemins  allant  de  x^  à  x,,  et  tels,  qu'en  partant  de  Xf,  avec 
la  valeur  y„  de  la  fonction  y  on  arrive  en  a;,  avec  la  valeur  y,,  peuvent, 
comme  on  sait,  se  ramener  à  un  chemin  déterminé  L,  allant  de  a„ 
en  X,,  précédé  d'un  nombre  quelconque  de  cycles,  c'est-à-dire  de  con- 
tours fennés,  allant  de  ,i„  à  j_:„,  et  tels,  qu'en  partant  de  ce  point  avec 
la  valeur  Vq  de  >•,  on  y  revienne  avec  la  même  valeur. 

(Chercher  les  valeurs  que  peut  avoir  la  fonction  s  pour  des  valeurs 
données,  ./■,  et  >',,  des  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  f^o, 
c'est  chercher  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  au  point  a;,,  cjuand 
on  part  du  point  x„  avec  une  valeur  initiale  déterminée  s,,  et  cpie  l'on 
décrit  la  ligne  L,  précédée  d'un  nombre  quelconque  des  cycles  délinis 
plus  haut. 

Or  on  a 

Soit  .V,  la  valeur  de  l'intégrale    /  ds,  suivant  la  ligne  L,  (piaud  ou 

part  (le  ./ „  avec  la  valeur  ^'^  de  >■  et  un  signe  déterminé  du  radical  (|ui 
figure  dans  l'expression  de  f/.v. 

Évaluons  maintenant  cette  intégrale  le  long  des  différents  cycles 
considérés. 

Ces  cycles  se  divisent  en  deux  catégories  :  en  décrivant  un  cycle  de 
la  première  catégorie,  on  revient  au  point  .r„  avec  la  valeur  initiale  du 
radical  y//,','  -l-  /,'  ;  un  cycle  de  seconde  catégorie,  au  contraire,  ramène 
la  valeur  de  signe  contraire  de  ce  radical. 

Cela  posé,  je  dis  qui-  la  valmir  de  rinti''grale 


est  nulle  le   long   de  tout  cycle  de  picmière  catégorie  :   si  elle  était 
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('•gale  en  olTel  à  une  quantité  ci,  différente  de  zéro,  rinlégralo,  en  sup- 
posant qu'on  décrive  m  fois  le  cycle  considéré,  puis  la  ligne  L,  pren- 
drait la  A'aleur  ma  -}-  .y,,  et  Tare  aurait,  pour  des  valeurs  données  r,, 
y,  des  coordonnées,  les  valeurs  en  nombre  infini  comprises  dans  la 
formule  So-l-"^i  -t-  ma.  L'arc  ne  serait  donc  pas  fonction  algébrique  de 
.r,  j-,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Soit,  en  second  lieu,  20),  la  valeur  de  l'intégrale   /  ds  le  long  d'un 

cycle  de  deuxième  catégorie  :  deux  cycles  de  celte  catégorie  décrits 
successivement  constituent  évidemment  un  cycle  de  première  caté- 
gorie, cl  l'intégrale  correspondante  est  nulle;  de  plus,  20),  est  la  va- 
leur commune  de  l'intégrale  /  ds  le  long  de  lous  les  cycles  de  la  seconde 
espèce. 

Si  donc  l'on  décrit  un  nombre  cjuelconque  de  cycles,  puis  la  ligne  L, 

on  n'aura,  pour  la  valeur  de  l'intégrale   /  ds  le  long  de  ces  chemin.s. 

(pie  deux  expressions  différentes  qui  seront  5,  et  aco,  —  s,  :  on  trou- 
vera .y,  si  l'on  a  décrit  un  nombre  pair  de  cycles  de  la  deuxième  caté- 
gorie et  20),  —  s^  si  l'on  a  décrit  un  nombre  impair  de  ces  cycles. 

En  d'autres  termes,  l'arc  s  n'aura,  pour  des  valeurs  données  de  .c 
et  j',  que  deux  valeurs,  dont  la  somme  ne  dépend  pas  des  coordonnées 
.r,  j';  et  par  suite  l'équation  algébrique  à  laquelle  satisfait  s  sera  né- 
cessairement de  la  forme 

s-  —    'IMS  -f-  Il  =:  O, 

K  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  et  w  une  constante,  qui 
dépend  des  coordonnées  du  point  origine  des  arcs. 

3.  On  peut,  dans  une  certaine  mesure,  préciser  la  forme  de  la  fonc- 
tion R(.r,  y)  :  on  tire  en  effet  de  la  relation  précédente 


!or 


V'co 


En  égalant  le  second  membre  de  cette  relation  à  ^  { f^-  -\-  f\'  )%  ou 
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voit  que  y  w^  —  R  est  de  la  forme 


vv-ii  =  Pv:/:;^+./;% 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  r,  /,  et  l'équation  en  s  devient 

4.  De  celle  équation  on  déduit  que  la  courbe  /'=o  est  la  déve- 
loppée dune  courbe  algébrique,  et  cjue  ces  deux  courbes  se  corres- 
pondent rationnellement  point  par  point. 

Portons  en  effet,  sur  la  tangente  au  point  x,y  de  la  courbe  /"^  o, 
dans  le  sens  de  Taccroissement  de  s,  une  longueur  k  (x>  —  s  :  l'extré- 
mité de  cette  tangente  décrira  une  courbe,  dont  la  courbe /=  o  est  la 
développée.  Soit  ç,  v]  le  point  de  cette  courjje  cpii  correspond  ainsi  au 
point,/;,  y^  on  aura 

/; 


i  et  Y]  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  la  courbe  décrite 
par  le  point  ^,  yj  est  algébricpie.  Inversement,  on  sait,  par  la  théorie 
générale  des  courbes,  que  x,y,  qui  sont  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  de  la  développante  au  point  H,  y],  sont  fonctions  rationnelles 

I_,a  proposition  est  donc  démontrée.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  lare 
de  la  développée  d'une  courbe  algébrique  est  une  fonction  algébricpie 
des  coordonnées  de  ses  extrémités,  et  l'on  peut,  par  conséquent, 
énoncer  le  théorème  suivant,  dont  la  première  partie  était  évidente  : 

Toiile  courbe  algébrique  reclifiable  est  la  développée  (Vune  courbe 
algébrique,  cl  i-éciproquenieiit. 

L'arc  (l'une  courbe  al gébrique  reclifiable,  J\x,  y)  =  o,  esl  donné 
par  une  e.rpression  de  la  forme 
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oùx,  y  désignent  les  coordonnées  de  V extrémité  de  Varc;  u>  une 
constante  qui  dépend  du  choix  du  point  origine  des  arcs,  et  P  une 
fonction  rationnelle  de  x,  y. 

5.  La  forme  de  la  rclalion  qui  lie  Tare  aux  coorcluuuces  peruiet  de 
déterminer  immédiatement  celles  des  courbes  rcctiiiables  pour  les- 
quelles Tare  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  :  si  en  etïet 
f(x,y)=  G  est  l'équation  d'une  courbe  rectifiable,  il  faut  et  il  suffit, 
pour  que  l'expression  de  Tare  soit  rationnelle,  que  le  radical  y//^."  -i-  /"' 
soit  égal,  en  chaque  point  de  la  courbe,  à  une  fonction  rationnelle, 

Q(;^-,7)- 

Cette  propriété  caractérise  les  courbes  dites  de  dirertion,  (pie 
Laguerrc  a  introduites  dans  la  Géométrie,  et  que  nous  avons  nous- 
mème  étudiées,  au  point  de  vue  des  propriétés  de  leurs  arcs,  dans  un 
travail  récent  (').  Ces  courbes  sont  celles  dont  l'équation,  en  coordon- 
nées tangentielles,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  u-  -I-  r-  )  F-(  w,  ç')  —  '^-(  //,  v)-=  G, 

F  et  ç  étant  des  polynômes  entiers  en  «,  v. 

Les  courbes  que  nous  cherchons  sont  donc  les  développées  de  direc- 
tion des  courbes  algébricjues. 

Or  nous  allons  montrer  que,  si  la  développée  d'une  courbe  algé- 
brique est  de  direction,  cette  courbe  est  elle-même  de  direction,  et, 
inversement,  cjue  la  développée  d'une  courlie  de  direction  est  généra- 
lement une  courbe  de  direction. 

6.  Pour  démontrer  la  première  proposition,  considérons  une  courbe 
de  directiony'(x,  j')=:  G,  qui  soit  la  développée  d'une  courbe  algé- 
brique :  d'après  ce  qui  précède,  l'arc  de  la  courbe  /=  o  sera  exprimé 
par  une  fonction  rationnelle  s(x,  y)  des  coordonnées. 

Une  quelconcpie  des  courbes  cjui  ont  pour  développée  /=  o  s'ob- 
tiendra en  portant  sur  la  tangente  à  la  courbe /(x",  j')  =  o,  au  poiu 
X,  y  qui  correspond  à  la  valeur  s  de  l'arc,  une  longueur  égale  à  a  —  v, 

(')  Journal  de  Matliémaliqaes  pures  et  appliquées,  4'  série,  t.  III;  1887. 
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dans  le  sens  de  raccroissement  de  s  :  a  désigne  une  conslanle,  quel- 
conque d'ailleurs. 

Soient  ^,  yj  les  coordonnées  du  point  ainsi  obtenu,  qui  décrira  une 
courbe  algébrique  F(^,ri)=o,  dont /=  o  sera  la  développée  :  les 
coordonnées  x,  y  du  centre  de  courbure  de  F  =  o  au  point  ^,  yj  seront 
fonctions  rationnelles  de  i,  y]. 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  F  =  o  au  point  ?,  Tj  sera  égal 
à  a—  s,  c'est-à-dire  à  une  fonction  rationnelle  de  x.y  et  par  suite 
de  ^,  ■/;. 

On  aura  ainsi 

[Fç"  +  F'^Y  =  fonction  rationnelle  de  ;,  Yj, 

ce  qui  exprime  que  la  courbe  F(^,  y])  =  o  est  de  direction.  Ainsi   : 

Quand  la  développée  d'une  courbe  algébrique  est  de  direction, 
relie  courbe  est  elle-même  de  direction. 

7.  Arrivons  maintenant  à  la  deuxième  proposition,  énoncée  pour  la 
première  fois  par  Laguerre  :  la  développée  /(.r,  >'  )  =  o  d'une  courbe 
de  direction  F(;,  y])  =  o  est  elle-même  de  direction. 

Soient  a?,  y  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe 
F  =  o,  au  point  H,  y]  :  deux  cas  sont  à  distinguer,  selon  qu'au  point 
x,y  correspond  ou  non  un  seul  point  S,  y]. 

Dans  le  premier  cas,  les  normales  à  la  courbe  F(^,  y))  =  o  ne  cou- 
pent ortbogonalement  cette  courbe  qu'en  un  point;  dans  le  second  cas, 
elles  la  coupent  ortbogonalement  en  deux  points  au  moins. 

La  courbe  F  =  o  étant  de  direction,  le  rayon  de  courbure  au  point 
^,  Y]  est  une  fonction  rationnelle  de  ^,  Yj;  et,  par  suite,  si  l'on  se  trouve 
placé  dans  le  premier  cas,  de  x,  y.  La  différentielle  de  ce  rayon  de 
courbure  étant  égale  à  celle  de  l'arc  s  de  la  courbe  /  =  o,  il  en  ré- 
sulte que  la  diirérentielle  de  l'arc  de  cette  courbe  sera  égale  à  dx  mul- 
tiplié par  une  fonction  rationnelle  dcar,j)'.  En  d'autres  termes,  la  courbe 
/■=:  o  est  de  direction. 

La  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  au  second  cas;  nous 
allons  faire  voir  que  le   théorème   de   Laguerre  n'est   pas  lui-même 


SUR    LES    COURBES    ALGÉBRIQUES    BECT!  FL\BLES.  Ij() 

applicable  à  ce  cas,  c'est-à-dire  que  la  développée  d'une  courbe  de  di- 
rection coupée  ortliogonalement  en  deux  points  par  chacune  de  ses 
normales  n'est  pas  une  courbe  de  dii'eclion. 

Il  est  nécessaire  pour  cela  d'entrer  dans  quelques  détails  sur  la 
théorie  des  courbes  parallèles,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  ont  même 
développée. 

8.  Soit  /{x,  y)  =  o  la  développée  d'une  courbe  algébrique  :  pour 
obtenir  une  quelconque  des  courbes  dont  elle  est  la  développée,  il  faut, 
comme  on  l'a  déjà  fait  observer,  porter  sur  la  tangente,  au  point ,/;,  y 
correspondant  à  la  valeur  s  de  l'arc,  une  longueur  a  —  s,  dans  le  sens 
de  l'accroissement  positif  de  s.  Soient  ^,  t]  les  coordonnées  du  point 
ainsi  obtenu  :  on  aura,  en  gardant  les  notations  des  n°^  5  et  -i, 

H  =  x-l-(a  —  .9;        -^ 


v//;=+/;^ 


(a.-co-Ps//-+/;%^— Z^ 


r,  =  y  -+  (a  —  s) —- 


siï^^+7? 


\'fx'  +f'/ 


^/+(«-«-pn//;^+//) 


/; 


-^f^^+fy" 


^-p./;;4-(«-co)     ^'^ 


\lfl'  +fr'' 


^  =7  +  P/^  +  («  -  w) -— ^ 


On  peut,  dans  les  seconds  membres,  prendre  pour  le  liKhcal  de^ 
signes  quelconques,  à  condition  toutefois  que  le  qtiolient  des  fonction> 
Y]  —y  —  P/j.  et  \  —  X -\-  P/^  soit  égal  au  coefficient  angulaire  de  hi 

tangente  à  la  courbe  y  =  o,  c'est-à-dire  k  —  —• 

Il  en  résulte  qu'à  un  point x,j>'  correspondent  deux  points  ç,  r,  écpii- 
distants  du  point  E,,  y],,  dont  les  coordonnées  sont 

i,  =  x-  p/;, 

■1.  =  v-t-P/, 
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el  qui  est  L-galcnient  sur  la  laugenlc  à/  =  o  au  poinlx,y.  La  distance 
au  point  H,,  rj,  d'un  des  points  E,  •/]  est  d'ailleurs  égale  à  (a  —  w). 
c'est-à-dire  à  une  constante. 

Si  nous  appelons  courbe  simple  une  courbe  qui  n'est  coupée  ortho- 
o-onalement  par  ses  normales  cju'en  un  point,  courbe  complexe  une 
courbe  coupée  orthogonalement  par  ses  normales  en  plus  d'un  point, 
rm  voit  que  le  point  ^,,  -^i  décrit  une  courbe  simple,  et  les  points?,  y] 
une  courbe  complexe  parallèle  à  la  première. 

Inversement,  toute  courbe  simple  ou  complexe  peut  être  obtenue 
de  cette  manière  à  l'aide  de  sa  développée. 

Il  résulte  de  là  ([ue  : 

Une  courbe  algébrique  indécomposable  ue  peut  élrc  coupée  or- 
ihogonalemenl  par  ses  normales  en  plus  de  deux  points  ('  ). 

Une  courbe  algébrique  indécomposable,  coupée  orthogonalement 
par  toutes  ses  normales  en  deux  points^  s'obtient  en  portant  sur  les 
normales  à  une  courbe  simple,  de  part  el  d'autre  de  leur  pied,  une 
longueur'  constante. 

On  peut  démontrer  que  toute  courbe  parallèle  à  une  courbe  algé- 
bric[ue  est  une  courbe  de  direction  :  si  la  courbe  primitive  n'est  pas 
elle-même  de  direction,  la  courbe  parallèle  se  compose  de  deux  bran- 
ches parallèles,  algébriquement  inséparables,  et  se  trouve  ainsi  coupée, 
orthogonalement  en  deux  points  par  toutes  ses  normales;  si  la  courbe 
primitive  est  de  direction,  la  courbe  parallèle  se  décompose  en  deux 
coui'bes  parallèles  distinctes,  qui  ne  sont  coupées  orthogonalement  par 
leurs  normales  qu'en  un  seul  point.  Les  démonstrations  de  ces  théo- 
rèmes sont  données  dans  le  Traité  de  Géométrie  de  Salmon  {Courbes 
planes)  (-),  applicjuées  aux  courbes  dont  l'écjuation  tangenliclle  est 
de  la  forme  (u- -h  v^)¥^(u,  ç)  —  o^(u,  v)  =  o,  c'est-à-dire  précisé- 
ment aux  courbes  que  Laguerre  a  appelées  depuis  courbes  de  di- 
rection. 


(  ')   Il  n'est  pas  sans  inléiôl  de  faire  oliserver  qu'un  ihéoième  analogue  n'existe 
pas  pour  les  courbes  algébriques  spliériques  et  les  giancls  cercles  normaux. 
•   (^)   Trad.  O.  Chemin,  pages  i5o  el  suiv. 
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En  combinant  tous  ces  résultats,  on  arrive,  pour  notre  objet,  aux 
conchisions  suivantes  : 

La  développée  d'une  courbe  de  direction  simple  est  une  courbe  de 
direction . 

Toute  courbe  complexe  est  une  courbe  de  direction. 

La  développée  d'une  courbe  complexe  n'est  jamais  de  direction. 

Cette  dernière  jjroposition  se  démontre  en  observant  que,  si  la  déve- 
loppée d'une  courbe  complexe  était  de  direction,  il  en  serait  de  même, 
d'après  le  tbéorème  du  n°  6,  de  la  coui'be  simple  à  lacjuelle  la  courbe 
complexe  est  parallèle  ;  cette  dernière  courbe  serait  alors  décomposable 
en  deux  courbes  simples. 

9.  Nous  avons  maintenant  démontré  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Les  courbes  algébriques  planes,  dont  Varc  peut  être 
exprimé  par  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées,  sont  les  dé- 
veloppées des  courbes  algébriques  simples  de  direction. 

10.  On  peut  donner  à  ce  résultat  une  forme  plus  élégante.  La- 
guerre  a  démontré,  en  eflel,  que  toute  courbe  de  direction  jieut  être, 
d'une  infinité  de  manières,  considérée  comme  une  anticaustique  par 
réflexion  d'une  courbe  algébrique,  les  rayons  incidents  étant  parallèles, 
et,  réciproquement,  que  toute  anticaustique  d'une  courbe  algébri(jue 
est  une  courbe  de  direction  (^Nouvelles  Annales,  3'' série,  t.  II,  p.  2() 
et  suivantes;  i883). 

Il  est  nécessaire,  toutefois,  de  compléter  .ce  tbéorème  en  introdui- 
sant la  distinction  des  Courbes  de  direction  simples  et  complexes. 

Rappelons  d'abord  la  construction  des  anticàustiqnes  par  réflexion 
d'une  courbe  C. 

Soient 

D  une  droite  perpendiculaire  à  la  direclion  des  rayons  lumineux; 
m  un  jioint  de  C; 
ma; le  rayon  incident; 
mx'  le  rayon  réflécbi; 
mt  la  tangente  en  m. 

/oi//-/!.  rfe /)/a//i.  (4"  série),  lome  IV.— Fasc.  II,  i888.  IQ 
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Si,  par  le  point  de  rencontre  de  nii  et  de  D,  on  mène  la  droite  A, 
symétrique  de  ni(  par  rapport  à  D,  Fenveloppe  de  cette  droite  est  une 
anticaustique  A,  à  laquelle  le  rayon  réfléchi  est  normal  au  point  où  il 
rencontre  A. 

Le  rayon  réfléchi  n'est  ainsi  normal  à  A  qu'en  un  point  :  pour  qu'il 
en  fût  autrement,  il  faudrait  qu'un  même  rayon  réfléchi  pût  corres- 
pondre à  deux  points  m  et  m'  de  C,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les 
jjoints  d(3  C  fussent  associés  deux  à  deux,  m  et  ;«',  de  façon  que  les 
rayons  incidents,  tondjant  en  ni  et  ni',  se  réfléchissent  tous  deux  sui- 
vant mm'. 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  voit  inmiédiatement  (jue  les  nor- 
males, et  par  suite  les  tangentes  à  C  en  in  et  ?n',  sont  rectangulaires, 
et  que  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  o  de  ces  tangentes  au 
milieu  de  m?n'  est  parallèle  à  la  direction  des  rayons  incidents  :  il 
résulte  de  là,  par  l'application  d'un  théorème  élémentaire  de  Ciné- 
mati(jue,  que  la  normale,  au  lieu  du  point  o,  est  parallèle  aux  rayons 
incidents,  c'est-à-dire  que  le  point  o  décrit  une  droite  normale  à  ces 
rayons. 

Cette  discussion  montre  cpic  les  anticaustiques  par  réflexion  des 
courbes  algébriques,  pour  des  rayons  parallèles,  sont  des  courbes 
simples,  qu'on  sait  d'ailleurs  être  de  direction;  il  n'y  a  cju'un  cas  d'ex- 
ception, celui  où  la  courbe  réfléchissante  est  telle  qu'on  puisse  lui 
mener  deux  tangentes  rectangulaires  par  tous  les  points  d'une  droite 
normale  aux  rayons  incidents  :  les  anlicaustiques  sont  alors  des 
courbes  complexes,  une  seule  est  une  courbe  simple,  non  de  direction. 

11.    (_)n  déduit  de  là  !<■  liiéorènn'  suivant  : 

Théorème.  —  Les  coufbes  planes  algébriques,  dont  l'arc  peut  être 
exprimé  par  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées,  sont  les  caus- 
tiques par  réflexion  de  courbes  algébriques,  les  rayons  incidents 
étant  parallèles,  et  réciproquement . 

Toutefois,  si  la  courbe  réfléchissante  est  telle  qu'on  puisse  lui 
mener  deux  tangentes  rectangulaires  de  tous  les  points  d' une  droite 
normale  aux  rayons  incidents,  la  caustique  aura  son  arc  expri- 
mable algébriquement,  mais  non  ralionnellement. 
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Si  l'on  observe  que,  d'après  un  théorème  bien  connu  dû  ù  (^uételet, 
1(1  caustique  par  réflexion  d'une  courbe  algébi'ique,  les  rayons  incidents 
étant  concourants,  est  la  développée  d'une  courbe  algébrique,  qui  est 
arbitraire,  si  la  courbe  réfléchissante  l'est  elle-même,  on  voit  que  : 

Les  courbes  planes  algébriques,  dont  l'arc  peut  cire  exprime  par 
une  fonction  algébrique  des  coordonnées,  sont  les  caustiques  par 
réflexion  des  courbes  algébriques,  les  rayons  incidents  étant  con- 
courants, et  réciproquement. 

i2.  >fous  allons  donner  maintenant  quelques  exemples  de  courbes 
dont  l'arc  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées;  nous  insis- 
terons sur  le  cas,  particulièrement  intéressant,  des  épicycloïdes. 

Exemple  I.  —  Caustique  d'un  cercle.  —  La  caustique  par  réflexion 
d'un  cercle,  les  rayons  incidents  étant  parallèles,  est,  comme  on  sait, 
une  épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  roulant  sur  un 
cercle  de  rayon  double. 

Son  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(r)  4(^-^  +  7^) -«^=3aV. 

On  a,   pour  l'arc  s,  l'expression 


ou,  d'après  (r). 


s 

= 

'^a' 

■' 

:                2 

a' 

'■-h  2y^ 

ga^.i 

const. 


/  /    ,        ,N  ,  -î   const. 


On  a  donc  bien  une  expression  rationnelle,  comme  on  devait  s'y 
attendre. 

13.  Exemple  II.  —  Un  autre  exemple  de  courbe  rectifiable  est 
fourni  par  Vhypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  engendrée  par  un 
point  d'un  cercle  roulant  intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  qua- 
druple. 
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(^clle  courbe,  bien  connue,  a  pour  ccjualion 

on  Irouve,  pour  l'arc, 

3  a  2  j--  —  >•-  +  rt- 


2     X--hy- — 2«^ 


const. 


La  courbe  est  donc  une  caustique  par  réflexion  de  courbe  alg^é- 
brique  pour  des  rayons  parallèles;  nous  allons  faire  voir  qu'on  peut  la 
considérer  comme  la  caustique  d'une  liypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments. 

En  effet,  l'axe  des  x  passant  par  un  des  trois  points  de  relirousse- 
ment  de  cette  dernière  courbe,  et  l'origine  étant  au  centre  du  cercle 
fixe,  on  a,  pour  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  en  un 
point  de  rhypocycloïde  à  trois  rcbroussements  (Salmon,  Coui-hcs 
planes), 

a;  sin  ^  ;p +_y  cos  ;^  o  =  —     /isin|cp, 

X  cos  ^  p  —  j' sin  1^  ç>  =  —  3 /i  cos  '  o, 

A"  étant  une  constante  et  o  un  paramètre  variable.  Si  les  rayons  lumi- 
neux sont  parallèles  à  Ox,  le  rayon  réfléchi  au  point  d'intersection  des 
deux  droites  précédentes  aura  pour  équation 

j;  sin  ç  -t-  JK  cos  cp  =  —  3  A'  cos  |  o  sin  ^  —  A  sin  f  o  cos  - 

ou 

icsinç»  H-  ycoso  =—  2Asin2o  -t-  Asino. 

En  transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point  _y  =  o,  J;-  =  A, 
cette  équation  devient 

x' sino  +  y' cos o  ^=—  2Asin20. 

C'est  celle  d'une  droite  dont  la  partie  comprise  entre  les  axes  a  une 
longueur  constante  égale  à  /jA-  :  l'enveloppe  de  cette  droite,  c'est-à-dire 
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la  caustique  cherchée,  est  donc  une  hypocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
monts.  Ainsi  : 

La  caustique  par  j-cjlexion  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  un  des  axes  de 
symétrie  de  la  courbe,  est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments. 

De  plus,  on  déduit  sans  difficulté  des  formules  cjui  précèdent  que 
les  deux  hypocycloïdes  peuvent  être  engendrées  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soient  trois  cercles,  de  rayons  a,  3a,  ^a,  tangents  entre  eux  inté- 
rieurement en  un  point  m.  Si  l'on  fait  rouler  successivement  le 
premier  cercle  à  l'intérieur  de  chacun  des  deux  autres,  le  point  m 
décrit  deux  hypocycloïdes,  dont  la  seconde  est  la  caustique  par 
réflexion  de  la  première,  pour  les  rayons  lumineux  parallèles  à  la 
ligne  des  centres  des  cercles  fixes. 

14.  Exemple  III.  —  Epicycloïdes  algébriques.  —  On  peut  se  de- 
mander, en  présence  des  résultats  qu'on  vient  d'obtenir,  si,  dans  la 
famille  des  epicycloïdes  ou  des  hypocycloïdes  algébriques,  il  n'existe 
pas  d'autres  courbes  ayant  leur  arc  exprimable  rationnellement  en 
fonction  des  coordonnées. 

En  désignant  par  a  le  rayon  du  cercle  mobile,  par  n  le  rapport  de 
ce  ravon  au  rayon  du  cercle  fixe,  on  a,  pour  les  coordonnées  des  points 
d'une  épicycloïde, 

—  =  cos/ic;  —  cos(  n  -h  I  )zi, 

a  II  '  ^  ^  ' 

i  =  sin/iCi  —  sin(«  +  i)z>, 

a  II  '  ^  ^  ' 

d'où  l'on  tire 

-  =  —  A  (/i  -t-  r  )  cos  -  +  const. 

Il  ne  parait  pas  facile  de  déterminer,  d'après  ces  formules,  dans  quels 
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cas  .s  esl  fonclioii  ralionnclle  do  .r,  >-;  mais  on  peut,  aborder  la  queslion 
d'une  autre  manière. 

Dans  le  cas  où  a  est  une  fraction,  on  déduit  des  relations  ])récé- 
dentes  que  s  est  une  fonction  algébrique  de  x,  y,  c'est-à-dire  que  toute 
épicycloïdc  algébrique  est  une  courbe  rectifiable;  par  conséquent, 
les  épicycloïdes  dont  l'arc  est  rationnel  sont  les  épicycloïdes  de  direc- 
tion. 

Pour  trouver  toutes  ces  courbes,  observons  que,  l'équation  tangeu- 
tielle  des  courbes  de  direction  étant  de  la  forme 

(a-  +  p2  )  F(;/,  (•)  —  (^''{u,  v)  =  o, 

les  réciproques  de  ces  courbes,  par  rapport  à  un  cercle  ayant  l'origine 
[)our  centre,  auront  une  équation  de  la  forme 

(x^-^y-)F^(x,y)  -f-(x,y)^o. 

En  d'autres  termes,  pour  cjuune  courbe  soit  de  direction,-  il  faut  et 
il  suffit  que  la  distance  à  l'origine  d'un  point  quelconque  de  sa  réci- 
proque, prise  par  rapport  à  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre,  soit 
une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  de  ce  point.  Cette  propriété 
caractérise  les  courbes  que  M.  Halphen  appelle  de /j/'em/cve  catégorie, 
c'est-à  dire  les  courbes  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 
changée  cjuand  on  remplace  /•  par  —  /•  et  G  par  0  +  -. 

D'un  autre  côté,  la  réciproque  d'une  épicycloïdc  a  pour  équation 
polaire,  le  centre  du  cercle  fixe  étant  pris  pour  origine, 

(2)  /-cos — ^ — 0  =  A". 

M.  Halphen  a  fait  remarquer  que  les  courbes,  dont  l'écjuation  est 

I  P  û 

-  =  cos -G, 
/■  q 

sont  de  première  catégorie  seulement  si  l'un  des  nombres,  supposés 
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jiirinit'is   entre  eux,  p  et  q,    est    pair.  Appliquons  ce  résultat  à    la 
courbe  (2);  soit  //  =  -;  on  aura  alors 


Deux  cas  sont  à  distinguer  :  si  a  est  impair,  tA  cl  2  A  +  u.  sont  pre- 
miers entre  eux,  en  supposant  que  iji.  et  A  le  soient;  de  plus,  ces  deux 
nombres  sont  impairs,  et  la  courbe  nest  pas  de  première  catéiîorie; 
si  u.  est  pair,  soit  u.  =  2u.',  on  aura 


les  deux  nombres  a'  et  A  -h  a'  seront  premiers  entre  eux,  et  la  courbe 
sera  de  première  catéj^orie  si  l'un  de  ces  nombres  est  pair,  cesl-à-dire 
si  leur  somme  est  impaire.  Or  cette  somme,  égale  à  A  -f-  2  a'.  a  la  pa- 
rité de  ).  ;  il  on  résulte  ([ue  n  sera  de  la  forme  ^ — 7— >  et,  par  suite  : 

Les  épicycloidcs  algébriques,  dont  l'arc  est  une  fonclion  ration- 
nelle des  coordonnées,  sont  celles  quon  obtient  en  prenant,  pour 
l'expression  du  l'apport  du  rayon  du  cercle  mobile  au  rayon  du 
cercle  fixe,  une  jr action  irréductible  de  dénominateur  pair. 

Les  deux  courbes  trouvées  plus  haut  rentrent  bien  dans  celle  caté- 
gorie, puisque  Ion  a,  dans  le  cas  de  l'exemple  I, 

n  =  T., 
et,  dans  celui  de  Texeniple  II, 


lo.   Exemple  IV.  —  Caustique  par  réflexion  de  la  parabole.  — 
La  caustique  |)ar  réilcxion  d'une  parabole,  en  supposant  les  rayons 
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lumineux  perpendiculaires  à  Taxe  de  la  conique,  est  la  développée  de 
la  courbe  de  direction  remarquable  que  Laguerre  a  nommée  hyper- 
cycle  cubique;  son  équation  peut,  comme  on  le  sait,  se  mettre  sous 
la  forme 

(x  +  4  m  y  =  2"]  m  (;r-  -4-  y*  ), 

en  supposant  que  l"('-quation  de  la  parabole  soit 
y-  =  '\(inx  +  Art-). 

\m  courbe  caustique  est  donc  une  cubique  qui  a,  comme  on  le  voit 
sans  difficulté,  un  point  double  pour  y  =  o,  a;  =  8/rt.  C'est,  après  la 
ligne  droite,  la  courbe  de  moindre  degré  dont  l'arc  est  exprimable  en 
fonction  rationnelle  des  coordonnées;  il  est  clair,  en  elTet,  qu'aucune 
conique  ne  remplit  cette  condition,  et  parmi  les  cubicjues  il  n'y  a, 
connue  nous  l'avons  montré  dans  \m  autre  Travail,  que  deux  espèces 
de  courlK's  de  direction.  Les  cubiques  de  la  première  espèce  ont  leur 
arc  exprimable  par  une  intégrale  elliptique;  celles  de  la  seconde  sont 
précisément  celles  que  nous  venons  de  rencontrer  ('). 

On  peut  mettre  sans  difficulté  les  coordonnées  des  points  de  la  caus- 
ti(pi('  de  parabole  sous  la  forme  suivante  : 


-/)  +  a,         y  =  \P  +  ^, 

t  étant   un   paramètre  variable,  et  X,  a,  j3   des  constantes;  d'où 

ds'  =  dx-"  +  dy-  ^V-(t'  +  i  y-  dl 
et 

■s  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  /,  et  par  suite  de. r,  y,  comme  on 
le  savait  d'avance. 

■  (')  Journal  de  Malhématiqiies  pures  et  appliquées,  If  série,  t.  III;  1887. 
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16.  Il  est  intéressant,  dans  le  cas  où  l'arc  d'une  courbe  algébrique 
est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées,  de  déterminer  la  forme 
de  cette  fonction. 

M.  Poincarc  a  démontré  que  les  coordonnées  des  points  d'une 
courbe  algébrique,  f(x,y)=o,  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
fuchsicnne  d'un  paramètre  <;  il  en  résulte  que  l'arc,  dans  le  cas  où 
il  est  fonction  rationnelle  des  coordonnées,  sera  lui-même  une  fonc- 
tion fucbsicnne  de  /. 

Si,  au  lieu  des  coordonnées  cartésiennes  x  et  y,  on  introduil  des 

coordonnées  homogènes  en  posant  x  =:  —>  y  =  —^  on  pourra  consi- 

dérer  .r,,  x,,  x^  comme  des  fonctions  tliêtafuchsiennes  de  /,  de  même 
degré  fji,  holomorplies  à  l'intérieur  du  cercle  fondamental,  et  ayant  k 
zéros  communs  a,,  a.,  . . .,  a,. 

Si  l'arc .î  est  une  fonction  fuchsienne  de  /,  la  fonction  s(t)  x.j(/)  sera 
une  fonction  thêtafuchsicnne  de  degré  [t.  :  je  dis  qu'elle  est  holomorpbe 
dans  le  cercle  fondamental. 

On  a  en  effet 

/       f/.r,  dxsX-         /       dxn  cfx-f 

m)  =\ 71 )  +\ Ji 

ds 
Cette  expression  montre  que  les  infinis  de  -j,  ne  peuvent  être  que 

les  zéros  de  x^(t),  non  communs  aux  trois  fonctions  x^,  X2,  x^,  et  que, 

si  ^  est  un  zéro  d'ordre  //  de  x^{t),  il  est,  pour -^^  un  infini  d'ordre 

h  -i-i,  au  plus.  Par  conséquent,  les  infinis  de  sr(t)  ne  peuvent  être  que 
les  zéros  de  x.i{t),  les  quantités  a,,  ...,0.^  exceptées;  et  un  zéro 
d'ordre  h  de  x^  (l)  est  pour  s(t)  un  infini  d'ordre  h,  au  plus.  La  fonc- 
tion s(<)x-3(/)  est  donc  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe  dans 
le  cercle  fondamental;  elle  est  de  degré  [x,  et  de  plus  elle  s'annule  pour 
<  =  a,,  a,,  ...,  ct^. 

Or  nous  avons  démontré  dans  un  travail  antérieur  (  '  )  que  les  zéros 
de  toute  fonction  de  cette  nature,  les  quantités  a, ,  . . . ,  a/;  exceptées,  sont 

(')  Journal  de  Malhéiiiatiiidcs  pures  et  appliquées,  4'"  série,  t.  II. 

Journ.  de  Math.  (  4«  série),  lome  1\'.  —  Fasc.  It,   iSSS.  20 
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les  arg-uinents  de  points  de  la  courbe  f(j;,,x.,,  x-,  )=  o  situés,  avec  les 
points  où  cette  courbe  est  coupée  par  une  courbe  adjointe  quelconque 
P  =  o  de  degré    n  —  3,  sur  une  courbe   adjointe   C  =  o,   de   degré 
n  —  1,  n  désignant  l'ordre  de  la  courbe  /=  o. 
Il  résulte  de  là  que  la  fonction 

C[.ri(0,  J^-a(0,  ^3(0] 
■p[x,{t),œ^{t),x^{t)-\' 

qui  évidemment  est  une  fonction  ibètafuchsienne  holomorphe  de 
degré  [i.,  s'annulant  pour  /  =  a,,  a.,  . . .,  a^.,  a  les  mêmes  zéros  que  la 
fonction  s(t)  x^(i)]  ces  deux  fonctions  sont  donc  identiques,  à  un  fac- 
teur constant  près,  et  Ton  a 

.  _  .  C 
SXj  —       p  ' 

En  revenant  aux  coordonnées  cartésiennes,  on  trouve  ainsi,  pour 
l'expression  de  Tare  de  la  courbe/(x-,  y)  =  o, 

P(-'-.>)' 

P  =  o  étant  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n  —  3  adjointe  à  la  courbe 
/■=  o,  et  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement;  C  =  o  étant  l'équation 
d'une  courbe  adjointe  d'ordre  «  —  2,  passant  par  les  points  où  la 
courbe  P  —  o  rencontre  la  courbe  /  =^  o. 

C'est  la  forme  cherchée  de  l'expression  de  l'arc. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  des  courbes  unicursales,  auquel 
le  raisonnement  précédent  n'est  pas  applicable,  on  a  pour  s  une 
expression  analogue,  seulement  les  degrés  respectifs  de  P  et  C  sont 
n  —  "2  et  /î  —  I . 

17.  Les  résultats  précédents  montrent  que  l'arc  s,  dans  le  cas  où  il 
s'exprime  rationnellement,  ne  peut  devenir  infini  que  pour  les  points  à 
l'infini  de  la  courbe,  car  les  arguments  de  ces  points  sont  les  seuls  qui 
annulent  x^.  De  plus,  la  fonction  sx^  ne  devient  plus  infinie  en  ces 
p  oinls. 
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Si  donc  on  applique  à  la  fonction  s  un  théorème  que  nous  avons  dé- 
montré dans  notre  Mémoire  sur  le  théorème  d'Ahel,  on  arrive  sans 
difficulté  au  résultat  suivant,  qui  ne  serait  pas  vrai  pour  une  courbe  de 
direction  quelconque. 

Soit  C  une  courbe  algébrique  dont  l'arc  est  une  fonction  ration- 
nelle des  coordonnées  :  la  somme  algébrique  des  arcs  interceptés 
sur  C  par  deux  courbes  quelconques  de  même  degré,  appartenant 
à  un  même  faisceau  ponctuel,  est  toujours  nulle,  si  chacune  des 
asymptotes  de  la  courbe  C  est  asymptote  à  l'une  des  courbes  du 
faisceau. 
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Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluule 
indéfini    {seconde    Partie)  \ 

Par  h.  HUGOIVIOT('). 


1 .  Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  j'ai  étudié  la  propaga- 
tion du  mouvement  dans  un  fluide  indéfini  en  partant  des  équations 
de  l'Hydrodynamique  sous  la  forme  qui  leur  a  été  donnée  par  Euler. 
Ces  équations  sont  du  premier  ordre  :  c'est  pourquoi  on  leur  donne 
presque  toujours  la  préférence  sur  celles  ([ui  ont  été  établies  par  La- 
grange  dans  la  Mécanique  analytique,  et  qui  sont  du  second  ordre. 

Les  équations  d'Euler  présentent  cependant  un  grave  inconvénient  : 
elles  ne  permettent  en  aucune  façon  de  suivre  la  molécule  fluide  dans 
son  mouvement,  de  sorte  que,  si  Ton  excepte  les  cas  de  régime  per- 
manent, leur  intégration  ne  pourrait  donner,  sur  la  nature  du  mouve- 
ment, que  des  renseignements  insuffisants. 

En  admettant  que,  dans  le  fluide  considéré,  il  existait,  entre  la  pres- 
sion et  la  densité,  une  relation  de  la  forme  p  =  F(p),  on  a  trouvé, 
dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  pour  expression  analytique  de  la 


(')  Ce  Mémoire  posthume,  retrouvé  clans  les  papiers  laissés  par  M.  Ilugoniot, 
et  dont  la  première  Partie  a  été  insérée  dans  le  Volume  précédent  (  l.  III,  p.  \"  ), 
nous  a  été  communiqué  par  M.  Liouville.  M.  Léauté  a  bien  voulu  nous  signaler 
l'erreur  que  nous  avions  commise  en  lui  attribuant  cette  communication. 
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vitesse  do  propagation,  la  formule 


où  N  désigne  la  projection  de  la  vitesse  du  iluide  sur  la  normale  à  la 
surface  de  l'onde. 

Mais  il  a  été  nécessaire  de  supposer  que  la  fonction  F(/>)  était  la 
même  pour  tous  les  points  du  fluide,  de  sorte  que  l'on  n'a  pu  traiter 
que  le  cas  particulier  où  le  fluide  est  homogène  à  l'instant  initial. 
Ouand  il  en  est  autrement,  la  fonction  F  dépend  des  coordonnées  ini- 
tiales; mais  elle  n'est  pas  déterminée  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  a;,  y,  ::,  de  sorte  que,  l'équation  p  =  F(/7)  ne  pouvant  être  jointe 
aux  quatre  premières  équations  de  l'Hydrodynamique,  le  nombre  des 
fonctions  inconnues  se  trouve  supérieur  à  celui  des  équations. 

Les  équations  de  Lagrange  font  disparaître  cette  restriction  ;  elles 
permettent  ainsi  de  généraliser  les  résultats  obtenus  dans  la  première 
Partie  du  IMémoire;  enfin  elles  conduisent  à  envisager  d'une  manière 
nouvelle  le  phénomène  de  la  propagation  du  mouvement. 

2.  Je  vais  d'abord  démontrer  les  équations  de  Lagrange  en  eni- 
jiioyant  une  méthode  plus  directe  que  celle  dont  leur  auteur  a  fait 
usage. 

Soient 

.r,  j',  z  les  coordonnées  initiales  d'une  molécule  du  fluide: 
D  la  densité  initiale  qui  est  fonction  de  x^y\  z: 
u.  r,  «■  les  coordonnées  delà  molécule  à  l'instant  t: 
p  la  pression  et  p  la  densité  à  cet  instant. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  cinq  fonctions  inconnues  ?/,  p,  w,  p  et/> 
de  ar,  j',  -  et  /. 

On  obtient  une  première  équation,  dite  équation  de  continuité,  en 
exprimant  que  la  densité  d'un  élément  de  masse  est  en  raison  inverse 
de  son  volume. 

Considérons  le  parallélépipède  élémentaire  dont  les  arêtes  sont,  à 
l'instant  initial,  représentées  par  dx,  dy,  dz  :  le  sommet  ayant  pour  coor- 
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données  initiales  a;,  y,  z  est  venu,  à  l'instant  /,  au  point  u,  c,  w\  les  trois 
sommets  continus  ont  alors  pour  coordonnées 


Il  +    -r-    f/X, 

V  -+-  ~x-  dx, 
dx        ' 

a-  -1-    .—  dx. 

du    j 

Ou    , 
u  ■+-  -r-  dz, 

<)Z 

w  -i — j^  dz. 

D'après  un  théorème  bien  connu  sur  la  déformation  d'un  système  de 
points,  l'élément  de  volume  qui  affectait,  à  l'instant  initial,  la  forme 
d'un  parallélépipède  constitue  encore  un  parallélépipède  à  l'instant  /. 
Son  volume,  primitivement  égal  à  dx^  dy,  dz,  est  à  l'instant  t  repré- 
senté par 


dx  dy  dz 


du 

dv 

().<■ 

dx 

dx 

dx 

du 

dr 

dw 

dy 

ày 

dy 

du 

dv 

a.r 

dz 

dz 

dz 

=  (}dxdydz, 


en  représentant  par  0  le  déterminant.  Exprimant  (jue  la  densité  est  eu 
raison  inverse  du  volume,  on  a 


(') 


ce  qui  constitue  l'équation  de  continuité. 

3.  La  conductibilité  du  fluide  pour  la  chaleur  est  regardée  comme 
négligeable;  on  suppose  en  outre  que  la  vitesse  d'une  molécule  ne  subit 
jamais  de  variations  brusques.  Dans  ces  conditions,  chaque  élément  de 
volume  se  détend  en  satisfaisant  à  la  loi  adiabatique,  et  il  existe,  entre 
sa  pression  et  sa  densité,  une  relation  de  la  forme 

(2)  P=F(/-'). 

la  fonction  F  pouvant  d'ailleurs  varier  avec  x,  y,  z.  Les  équations  (i  ) 


j5b  HUGONIOT. 

et  (2),  jointes  aux  trois  équations  du  mouvement  que  l'on  va  déter- 
miner jilus  loin,  définissent  les  cinq  fonctions  inconnues  p, /?,  u,  r,  a\ 

i.  Lorsqu'à  l'instant  /  on  passe  du  point  dont  les  coordonnées  sont 
u,  r,  u-  au  point  dont  les  coordonnées  sont  a  -+-  du,  v  +  dç,  w  +  dw, 
les  cjuantités  x,  y,  z  éprouvent  des  accroissements  dx,  dy,  dz,  liés  aux 
précédents  par  les  équations 

,  àii     1  du     ,  1)11    , 

dit  =  -T—  dx  -h  -T-  (ly  -h  -ir-  dz, 
a.f  Or    •^        0  3 

dç  =  -^  dx  +  -5-  dy  -+-  -r-  dz, 

dw  =  -T-  dx  +  1-  «x  -i-  -^  dz . 
ax  ôv     ■'  il:- 

Le  déterminant  des  seconds  membres  est  précisément  0,  de  sorte 
(|ue,  en  résolvant  par  rapport  à  dx,  dy,  dz,  on  a 


0  dx  = 

du 

,  du 

-+-  dç 

(M 

-+- 

dw 

0  dy  = 

du 

,  du 
dy 

-+-  dv 

(}0 
dy 

-+- 

dw 

dy 

(J  dz  =  du  — ^ h  dv  — T — h  dw  — 7- 

\  '^j7  '^d^.  '^Tz 

i'orniules  dont  on  trouvera  plus  loin  Tapplicalion. 

5.  Considérons,  à  l'instant  /,  le  parallélépipède  élémentaire  ayani 
son  sonunet  au  point  u,  v,  w  et  dont  les  arêtes  sont  égales  à  du,  dv,  dw  : 

sa  masse  est  pdudvdw,  et  les  composantes  de  sa  vitesse  sont  -ji'  y' 

ùi  ■ 

Désignant  par  X,  Y  et  Z  les  composantes  de  la  force  extérieure,  rap- 
portée à  l'unité  déniasse,  l'équation  du  mouvement,  projeté  sur  l'axe 
des  ./•,  est 

p  du  dv  dw  { X  —  -T-^'  ]  -^  {p  —  p  )  dv  dw  =  o , 
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/;  désignant  la  pression  au  point  m,  v,  w  pA  j)'  ce  que  devient  celte  pres- 
sion (juand,  V  et  w  conservant  la  même  valeur,  u  augmente  de  du.  Les 
vai'ialions  correspondantes  de  x^  y,  z  sont,  d'après  (3), 

dx  =  r-  — ^  du,         dv  —  -  — r-  du.         dz  =  -  — r-  du. 
a    ^  d"         ^  •  li    ^  On  0    ,  on 

Ov  Oy  Oz 

On  a  donc 

,_  /Op      dO  ()p     JO  dp     (W     \   du 


(op      m  <ift     on  op     (/Il     \ 

dx    .du         dv    ^  du         dz    ,  d(i   1 


On  voit  (ju'on  ojjlient  les  trois  équations  du  mouvement  sous   la 
forme 


/()-(/ 
?  V  dr- 

,A           I   /dp     (JO           dp     ()0 
J    "^  M  <^i'    ,  à"     '     àr    ,  du 

dp     ()f)    ^ 
dz     ,  du 

fdu- 
p[Tr 

yX         1    /()/J     dO            dp     dO 
^  j  "^  0      cJ.r    -  ()i'     '     dv    .dv 

\       "  T"         "   '^  -r 

dp     d')   ' 

^d-z. 

(d'-iv 

7\          '  (  àp     (9')            (9/^      <)0 
/         0      dx    ,d\v         dv    ,  d^v 
\           dx                   à  Y 

^  dp    df)  ■ 

dz    .  dw 

(0 


<_)n  peut  aussi  écrire  ces  équations  de  la  manière  suivante  : 

'?[[-dF--^)rz^[w-^)Tz^[^-^)d^\^d^.="- 

La  première  équation  (5)  s'obtient  en  multipliant  les  trois  équa- 
tions (4)   respectivement  par  ^j  -p  et  y-,  ajoutant  et  remarquant 
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dx  =  "' 

dp 

dr  ' 


(lue 
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du      àd      1     dr      dd           f)n 

dx    ,  du     '    dx    ,  di-         dx 

(Xr                    dx 

■    do 

=  0, 

du      dfi           dv      dd           d<v 

dx    ,  du     '    dx      dv         dx 

dy                   dx 

,  div 
'ô-y 

=  o, 

du     do          dv     df\          dtv 

dx    .  du     '     dx    .  dv         dx 

dz                     dz 

dd 

=  o, 

(le  mriiir  pour  li"s  deux  aulres. 
(i.   Les  ('■(juations 


[icnnoUenl  de  ramoner  les  équations  (j)  à  un  syslème  de  trois  é([ua- 

lions  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  ne  renfermant  jilus  (|ue 

trois  fonctions  inconnues. 

On  a  en  elTet 

dp    _  dp  d;j   fJO   _  D         c?0 

D'ailleurs 


dx         d-.   d<>  dx              0- !•'(/')  dx 

(>0 
'dx 

dd     d-u           dO       d-u             dO       d'-u 

,  du  dx-          ^  du  dx  dy         ,  du  dx  àz 
d  -r-                d  ^-         -^         d  -T- 
dx                    dy                        dz 

df)     d'v           (W       d-v             df)       d'-v 
.  dv    d.r-             dv   dx  dy          ^  dv  dx  dz 
dx                    dy                        dz 

(}0     d-i\'           (je       d^iv             f)e       d'iv 

,  Ju'  dx-          ^  dt\'  dx  dy         ,  dw  dx  dz 
d  Y-                 d  ^~          -^         d  -r- 
dx                       dy                           dz 

Il  suffirait  de  substituer  ces  valeurs  dans  la  première  des  équa- 
tions (5)  et  d'y  remplacer  p  par  sa  valeur  en  fonction  de  0,  puis  d"o- 
|)érer  de  la  même  manière  sur  les  deux  autres  équations  (5). 

7.  Je  renvoie  à  la  première  Partie  du  Mémoire  pour  la  d(''nnition  de 
la  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  dans  un  autre.  Si  S  r(q)ré- 
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seuil'  la  surface  de  Tonde  à  l'inslanl  t,  c'esl-à-dire  la  surface  qui,  à  cet 
inslaul  /,  sépare  les  deux  mouvements  conipalihles,  et  si  S,  représenic 
la  surface  de  Tonde  à  Tinstant  / -t-  dt,  on  mène  la  normale  au  point 
x,y,  z  de  la  surface  S  et  Ton  désigne  par  dn  la  portion  de  cette  nor- 
male comprise  entre  S  et  S,.  Le  rapport  -y-  est  la  vitesse  de  propaga- 
linn. 

Mais  la  surface  S  peut  être  ici  envisagée  de  deux  manières  diil'é- 
rentes,  soit  comme  le  lieu  de  positions  initiales  des  points  simultanément 
atteints  par  les  deux  mouvements,  soit  comme  le  lieu  de  leurs  positions 
actuelles.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  de  cette  surface  est  une  rela- 
tion entre  les  coordonnées  initiales  x,  y,  z,  dans  le  deuxième  cas  entre 
les  coordonnées  «,  r,  w.  Il  est  clair  cjue  Texpression  de  la  vitesse  de 
propagation  ne  peut  être  la  même  dans  les  deux  cas. 

Pour  éviter  toute  confusion,  je  continuerai  à  représenter  par  S  la  sur- 
face de  Tonde,  lieu  des  positions  initiales  des  points  atteints  simultané- 
ment par  les  deux  mouvements  et  je  désignerai  par  S'  la  surface  de 
Tonde,  lieu  de  leurs  positions  à  Tinstant/.  La  vitesse  de  propagation 

relative  à  S  sera  -j-  et  la  vitesse  de  propagation  relative  à  S'  sera  dési- 
gnée par -y- •  Je  calculerai  d'abord  la  première  tle  ces  vitesses. 

8.  Les  é(piations  du  mouvement  élant  supposées  réduites,  par  la 
méthode  du  n°  6,  à  un  système  de  trois  éclations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  renfermant  trois  fonctions  inconnues,  u,  p,  w, 
soient  m,,  t',,  *v,,  u.,,  p^,  w.,  deux  systèmes  d'intégrales  de  ces  équations 
représentant  des  mouvements  compatibles.  Qn  suppose  essentiellement 
([ue  la  continuité  n'est  pas  troublée,  de  sorte  que,  tout  le  long  de  la 
surface  de  Tonde,  les  vitesses  qui  correspondent  aux  deux  systèmes 
d'intégrales  sont  les  mêmes.  Posant  donc 

«,  —  II.,  =  U,  r,  —  i\,  =  V,  a',  —  w.^  =  W, 

on  a,  le  long  de  la  surface  de  Tonde,  les  équations 

U  =  o,  V  =  o,  W  =  o, 

dv)  d\  dy\ 

^r—    =  o,  -r-    ^  O,  — r-    =  O. 
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Soient  A,  Ll,  V  les  cosinus  direcleuis  de  la  normale  au  point  .r,  v,  - 
de  la  surface  S  ;  on  a 

àx  dy  à:: 

Diflerentiant  d'ailleurs  l'équalion  U  =  o  le  long  de  la  normale,  on 

1  l'OllVC 

dV        dn  /-.  dV  d\J  d\}\ 

ôt  dt  \     ôx         '     dy  dz  ) 

ou,  à  cause  des  écjualions  précédentes, 

dt  X   de   dx 

Puisque  —  ^  o,  tout  le  long  de  la  surface  de  Tonde,  il  faut  qu'il  en 
soit  de  même  dcy^-  On  démontrerait  de  même  cjuc  toutes  les  déri- 
vées partielles  de  U,  V,  W  sont  nulles  sur  la  surface  de  Tonde;  de 
sorte  qu'on  a  les  douze  équations 


OX 

dV 

Tz  '-  "^ 

Ox            ' 

dW 

Or 

9.  Des  équations  précédentes,  on  en  déduit  d'autres  c{ui  iloivcnt 
être  satisfaites  aussi  en  tous  les  points  de  la  surface  de  Tonde.  Je  me 
bornerai  à  écrire  celles  c|ui  concernent  la  fonction  U.  On  a  d'abord 


X 

l*- 

V 

d^\5   ~' 

O'ij 

"~     d-V    ' 

dx^ 

Ox  dy 

dxàz 

X 

l'- 

V 

"^U~  ~ 

d'V 

~    d'\J 

dxdy 

dy' 

àyàz 

l 

|J- 

V 

d'V     " 

d'V 

~  d^\}  ' 

Oxdz 

dy  dz 

dz^ 
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à'V         dn  A     à'V 
df-      '     dt  V     Ox  dt 

^^dydt 

^'dTdt) 

d'-M           dn   A    d'^U 
dxdt    '     dty"  Ox- 

d'\J 

-^^àxdy 

d'-M' 
àxàz^ 

d'U         dn  /      O'V 
df  dt  "^  dt  \    dx  dy 

d-\5 

d'V 

d^V         dn  A    rr-U 
ai  dt    '     dt  \    dx  dz 

d'-\i 
'    dy  àz 

-^'     dz^, 

==  o, 


Des  quatre  dcrnicres  on  tire 

d'U  _  fdny  /dnj_        (PU        dHJ 
"JF  ~  \dï)    \dx-  "^  ■^'^  <J-' 

el  Ton  peut  maintenant  exprimer  les  dérivées  secondes  de  U  en  foiu- 
lion  d'une  seule  d'entre  elles,  ce  qui  donne 

d'\J    _  i^dHl  d'U    _•<  dn]  à'U    _  jxv  dH^ 

dxdy  ~  X   dx-"  '  dxàz  ~  l  dx'  '  dy  dz  ^  l^  dx^  ' 

dHJ  _  [1^  ^  d'-V  _  v^  ^^U 

dy'         À-  dx'  dz-         X-  àx^ 

di'    ~'  l'  \  dt)    dx'  ' 

Il  existe  évidemment  des  relations  analogues  pour  Y  et  W. 

10.   Considérant  la  première  des  équations  du  mouvement,  mise  sous 
la  forme 

f.i'v        [fà'u        ^Adu        (d-v        sAdv    ,    (d''w        yXtJ'^n         d^ 

OÙ  l'on  peut  supposer  -j-  remplacé  par  son  développement  du  n"  (î,  el 

substituant  successivement  les  deux  systèmes  d'intégrales  m,  ,  t^, ,  w,  ;  u.j, 
v.^,  Wj,  puis  faisant  la  différence,  il  reste,  puisque  les  dérivées  premières 
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sont  égales,  de  sorte  quon  peut  coiiliauer  à  les  écrire  sans  indice. 


GF 

'/    \  (au 

~    ,  du    dx^ 

ae 

dx 

dx'- 

ae 

dx^ 

dx   dl^   "*"  dx    dt^ 

ae   _oiHJ_  ^   ae    <?'U 

,  a«  Jj"  dv 


à  y 

ao     an^ 
ae    (j-w 


, du  dx  d: 

ae    '()'V 

,  de  ().r  d: 

ao    a-w 


el.  en  l'eniplaçant  toutes  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs  en 

,   d-u  d-v   dnv  .,    .    , 

fonelinn  de  ^,^,^;^,a  vient 


(<•>) 


LOV'f     \fd"\-{à't  à-V    ,     de  d^V 
X  ^      ^P->\dt)   \dx  dx'-     '     d^  dJ- 


d^  d'W 
d.r    d.r- 


d^U  A     de 

do.-  I        ,  d<<        ' 

dW  /-  _de_ 

d.-^(\de^ 

dx 
dnv /.     dO 
dj:'-  (         ,  div 
'^dl^ 


de 
dy 


de 

,  d« 
^dl 


de 

dv 

de 

,dn 
dj)' 


de 

de 
'^dJ 


Les  deux  autres  équations  du  mouvement  conduisent  à  des  érpialions 
toutes  semblables;  les  seconds  membres  sont  identiques  à  celui  de 
l'équation  (6),  de  sorte  que  Ton  peut  égaler  les  premiers  membres;  on 
i)l)|ieiil  ainsi 


du  d'\5       di>  d'-\       dw  d'-W 

du  d^U        de  dn' 

dw  dnv 

djc  ôx'        dx  dx-        dv    dx- 

dy  dx^       dy  dx- 

dy    dx'' 

du  d'-U       de  d-V 

dn-  d'-\Y 

d:    dx-        dz  dx- 

■     Oz     d.r' 
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d'où  l'on  lii'o  sans  difficulté 


d*U 

d'-y 

àjc^ 

dx"" 

,   do           de          do 

,  d«            .du           ,  dw 

d  ^-           d  -T-          d  -:- 

d'               d/             d; 

O.c 

+ 

de 

dy 
àx- 

-+-V 

de 

d*^ 
dx 

de 

4-|JL— -J— 

+  • 

de 

.  dw 

"dV 

Les  oqualions  précédentes,  combinées  avec  Féquatioii  (  ti  ),  [)ci- 
iiiottcnt  d'en  éliminer  les  dérivées  secondes.  Remarquant  que  la  paii'u- 
llièse  du  premier  membre  devient  XO  quand  on  remplace  les  d('Tiv('-cs 
secondes  parles  quantités  proportionnelles,  on  obtient  finalement 

( 'J'iV  _  __[ r     /"x  J^  de  de 

[iTt)  ~  e^ V'ip)         i  \àu'^^-^    du  "*" '■'    d« 


[( 


d~  d^  d^ 

d.r  dj  d= 

-,      dO  de  de 

X  — 3 — I-  H"-  -^ 1-  '•'  — :ï- 

^  dv        '    -  df  ,  di' 

d  -r-  d  -T-  d-r- 

dx  dj  ds 

.     dO  de  de 

A  T h    U. ; h  V r— 

,  otr        '    ,  div  ,  «u' 

d-T—  d-j—  d^- 

d.f  d/  de 

C'est  l'expression  clicrchée  de  la  vitesse  de  propagation,  l'aile  d(''pend, 
comme  on  voit,  des  dérivées  j- , -7- '  •■•.  ainsi  que  la  diieclion  de  la 
normale. 

11.  On  arrive  à  des  résultats  bien  difiërents  en  calculant  la  va- 
leur —7-  de  la  vitesse  de  propagation  qui  se  rapporte  à  la  surl'aci'  de 

l'onde  S',  lieu  des  positions  actuelles  des  points  atteints  à  la  luis  pai'  les 
deux  mouvements. 

Les  douze  équations  du  n°  8  sont  satisfaites  sur  la  surface  de  Tonde  S'. 

Considérant,  en  particulier,  l'équation  -r—  =  o,  et  désignant  pai  X',  a'. 
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v'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  point  de  la  surface  S', 
on  a 

(n)  X'  di/  -h  [J.'  dv  -+-  v'  cAv  =  o, 

dit,  cA',  (/\v  désignant  les  variations  des  coordonnées  quand  on  se  dé- 
place infiniment  peu  sur  la  surface. 

D'autre  part,  quand  u,  p,  w  augmentent  de  du,  dv,  d^v,  les  coor- 
données X,  y,  z  subissent  des  variations  données  par  les  équations  (3) 

du  n"  4.  Exprimant  que  l'équation  —  =  o  continue  à  avoir  lieu  quand 

on  passe  du  point  considéré  sur  la  surface  S'  au  point  infiniment  voisin, 
on  a 

-r^-  /  du  — ^ — h  c/i'  — i h  dw  — j- 

t  \  ô.v  ô.v  ar 

du  — V-  -1-  dv — ^ — h  dw 


(8)  <  dxdy{     ^àa  ^d.  ^du.   i 

ày  Oy  dy  / 

^, — r-  /  du  —^  -!-  dv  — c-  +  dw  --r- 
ox  dz  [  .On  ,  (/r  ,  c/iv 

'^dl  "^dl  '^dT 


L'é([ualion  (8)  doit  être  identique  à  l'équation  (7);  les  cocflicienls 
de  du,  dv,  dw  sont  donc  proportionnels;  ainsi 

X' 


je    ô' u        (jQ     ô' u         dO     d-l) 
,  du  dx-         -  du  dx  dy        ,  du  dx  dz 
dx  dy  dz 

_  l^ 

~  jK)_  dHJ         dO      d-U  dd      d'U 

,dt'  dx"-  di'  dx  dy        -.dv  dxdz 

dx  dy  dz 


_d6_dnj          de      d'\]  dO      d^U 

,  du'  dx^  ,  dw  dx  dv  ■,  à''V  dx  dz 

d-r-  <^j-  ^^- 

dx                  dy  dz 
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OU,  à  cause  des  relations  du  n"  9, 


i65 


àw 


je 

du 
dy 


de 

,  du 


de 

dx 


,d(' 


de 

dfv 
dx 


Posant,  pour  abréger, 


de 

,  du 

+  \L 

de 

,  du 
'Ty 

de 
+  \d« 
^dl 

de 

àx 

-4-(X 

de 

de 

"1 

de 

,  div 

+  [i. 

de 

+ 

de 

tes  d 

eviennenl 

X' 
A 

B 

c' 

de 
,  du' 


B, 


de 

,  d«' 

^dF 


=  C, 


dU 


12.   Si  l'on  considère  l'équation  -r-  =  o,  qui   est  satisfaite   en 


dt 

point  de  la  surface  S',  il  est  visible  que  cette  équation  est  encore  satisfaite 
(jiiaiid  u  augmente  de  X'  dn'^  v  de  \x'  dii  et  w  de  V  dn\  et  qu'en  même 
temps  t  augmente  de  dt.  On  a  donc,  en  tenant  compte  des  relations  (3) 
du  n"  4, 

0^ 
dt- 


dn' 
dt 

^    '"'< 

/   do      d-U           de 

,  du  dx  dt          .  du 

d-r-                    d-r- 

V      dx                       dy 

d' u         dO 
d^-  d<    '     ,  du 
^d? 

d^U    X 
dzdt   \ 

+  K 

/  de    d-U         de 

,  de  dj-  d/          ,  di' 
\      dx                       dy 

d=  U        de 

d-U  \ 
dzdt 

/ 

""■( 

/  de     d-U         do 

,  dti'  dx  d^     '      ,  du 

d^  U           dO 

drdi   '     ,d» 

d-U  \ -] 

d;d/  j 
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Mais 

X  |X  V 

(Ja;  <}/  dr  àt         dz  dt 

o[  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

On  trouverait  de  même 


dr  ot         1    dt    -  '  ^  d^-- 


rt  l'élimination  de  -^r — ^  donne 
ax  al 


D'autre  part,  on  a  trouvé  au  n"  9 

~W  ~  l''\dil    d.v^ 
La  comparaison  de  ces  équations  donne 

/driy 
/dn'Y  '[iFI 


\dtj         (X'A  +  ix'B  +  VC)5 
Mais  on  a 

À'  ,11.'  •/  I  X'A  ix'B  v'C  X' A  +  n'B  H-v'C 

A  "~  B  —  C  ~  y'.v-+B^+d  ~^^  ~~W  ~  TJ  —      A=  +  B'  +  C'^    ' 

d'où  l'on  déduit 

(X'A  +  a'B  +  VCy  ^  A-  +  B=  +  (  ]% 
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Donc 

Or  on  a  Irouvé  au  n"  10 
et  l'on  obtient  finalement,  pour  la  vitesse  de  propagation, 


dt        -VF'(/>)       ~\/^p' 

valeur  identique  à  celle  qui  a  été  obtenue  dans  la  première  Partie  du 
Mémoire,  quand  on  rapportait  la  vitesse  de  propagation  au  lluide  lui- 
même  et  non  à  des  coordonnées  fixes. 
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Sur  la  résolution,  par  les  Jonctions  hyperellipticjdcs,  de  l'équa- 
tion du  vingt-septième  degré,  de  laquelle  dépend  la  détermi- 
nation des  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique; 

Par  m.  F.  KLEIX  (de  Goettixgie). 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  C.  Jordan. 


Lors  de  mon  dernier  séjour  à  Paris,  je  vous  ai  raconté  que  je 

venais  de  résoudre  affirmativement  une  question  que  vous  m'aviez 
posée  autrefois  à  plusieurs  reprises.  L'équation  des  27  droites  d'une 
surface  cubique  et  la  trisection  des  fonctions  hyperelliptiques  du  pre- 
mier ordre  ayant  le  même  groupe,  il  s'agissait  de  réduire,  s'il  était 
possible,  le  premier  problème  au  second.  J'ai  donné  là-dessus  déjà 
([uelques  développements  dans  une  séance  de  la  Société  malliématique 
de  France  (').  Permettez-moi  d'y  revenir  aujourd'hui,  et  d'exposer 
mes  raisonnements  d'une  manière  plus  complète.  Sans  doute,  les  ex- 
plications que  je  vais  donner  paraîtront  encore  un  peu  vagues,  comme 
je  n'écris  pas  des  formules  détaillées,  mais  j'espère  pourtant  qu'elles 
pourront  avoir  quelque  intérêt. 

Qu'il  me  soit  permis  d'abord  de  rappeler,  en  peu  de  mots,  la  forme 
que  j'ai  donnée  autrefois  à  la  résolution  des  équations  du  ciiif[uièiiie 

(')  i3  avril  1887. 
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degré  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  ce  but,  je  dois  vous  parler  de 
deux  choses  :  d'abord  delà  forme  normale  que  j"ai  donnée  à  l'équation 
modulaire  pour  la  transformation  du  cinquième  ordre  des  fonctions 
elliptiques,  ensuite  de  la  réduction  de  l'équation  générale  du  cinquième 
degré  à  cette  forme  normale. 

Quant  au  premier  point,  considérons  les  expressions  suivantes,  dans 
lesquelles  p  signifie  un  facteur  indéterminé 

-  étant  le  quotient  des  périodes,  suivant  la  notation  de  M.  VVeierstrass. 
H  est  facile  de  démontrer  que,  pour  une  transformation  linéaire  quel- 
conque de  T,  le  quotient  :;,  :  ^2  subit  des  substitutions  linéaires  (frac- 
tionnaires) à  coefficients  constants  (').  Ces  substitutions  étant  les 
mêmes  pour  deux  transformations  linéaires  qui  sont  congruentes  sui- 
viiul  le  module  5,  leur  nombre  devient  égal  à  6o,  et  la  détermination 
de  Zt'.:.2  comme  fonction  des  invariants  rationnels  g.^,  g,  de  l'inté- 
grale elliptique  équivaut  à  la  résolution  complète  de  l'équation  modu- 
laire correspondant  à  la  transformation  du  cinquième  ordre.  Mainte- 
nant, les  substitutions  de  z,  '.  Z2  ne  sont  autre  chose  que  les  substitutions 
bien  connues  aujourd'hui  de  Vicosaèdre.  Soit,  comme  dans  mon 
I.ivre(=), 

(    f(z„z,)  =  z:'z,^^iz:zl-z,zl', 
(2)   ! 

(    W(3,,  Z.,)  =  -{Z,     -f-^,    )  +  2lii{Z,     —  -,    )•',"■,-  494-,    -2    • 

:,'.  Z.,  dépend  de  l'équation  icosaédrique 

U(-         -,-13  cr3 


(3) 


i728/(-„  z,)-' 


02        '■Joz 


(')  Voir,  par  exemple,  raon  .Mémoire  Sur  les  courbes  elliptiques  normales  du 
,,iemc  ordre,  etc.  {Mémoires  nialliématiques  de  la  Société  scientifique  de 
Leipzig,  t.  XII  ). 

(')  Leçons  sur  l'icosaèdre  et  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré. 
Leipzig,  i884  (Teubner). 
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ol  c'est  cette  équation  icosaédrique  que  je  considère  ici  comme  la 
forme  normale  de  l'équation  modulaire  pour  la  transformation  du 
cinquième  ordi'e.  Faisons  encore  la  remarque  suivante.  Au  lieu  des 
substitutions  du  quotient  -,!r2,  on  peut  considérer  les  substitutions 
correspondantes  unimodulaires  des  deux  variables  bomogènes  :,,  s,. 
Comme  le  déterminant  d'une  substitution  binaire  est  du  deuxième 
degré  dans  les  coefficients,  le  nombre  de  ces  substitutions  homogènes 
devient  égal  à  120.  Mais  on  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  de 
trouver  parmi  elles  Go,  qui  forment  elles  seules  un  groupe  isomorphe 
lioloédriquement  aux  substitutions  fractionnaires  de  :;,  :z.^.  Or,  j'ai  dé- 
montré que  c'est  impossible.  Je  reviendrai  immédiatement  à  ce  théorème. 

Passons  maintenant  à  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré, 
ou  plutôt  à  leur  réduction  à  la  forme  icosaédrique  que  je  viens  de 
donner.  Sans  doute  la  possibilité  de  cette  réduction  dépend  en  pre- 
mière ligne  de  ce  fait,  que  le  groupe  alterné  d'une  équation  (bi  cin- 
quième degré  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  de  l'icosaèdre, 
mais  la  réduction  elle-même  ne  repose  pas,  suivant  mes  points  de  vue, 
sur  la  considération  des  groupes  :  elle  appartient  plutôt  à  la  (  iéométrie 
analytique,  ou,  si  l'on  veut,  à  la  théorie  des  fonctions  algébriques.  Je 
ne  veux  pas  répéter  ici  les  détails  de  cette  réduction,  que  j'ai  donnés 
dans  mon  Livre,  avec  tous  les  développements  nécessaires.  C'est  un 
seul  point  fondamental  sur  lequel  je  dois  insister  ici.  Je  viens  dédire 
que  le  nombre  des  substitutions  de  l'icosaèdre  est  nécessairement 
doublé  quand  on  passe  du  (|uotient  :;,  :  -,  f>ux  quantités  homogènes  z^, 
Jo.  C'est  pour  cela,  comme  je  l'ai  démontré,  qu'il  devient  impossible 
d'opérer  la  réduction  à  la  forme  icosaédrique  d'une  manière  purement 
rationnelle.  La  réduction  doit  donc  contenir  quelque  irrationnalité. 
(blette  irrationnalité  n'abaissant  pas  le  groupe  de  l'équation,  je  l'ap- 
[)elle  une  iri-alionnalité  accessoire.  Du  reste,  cette  irrationnalité  peut 
être  choisie  de  différentes  manières,  par  exemple  comme  la  racine 
carrée  d'une  fonction  rationnelle  bien  simple  des  coefficients  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré. 

Ceci  étant  bien  conçu,  pour  venir  au  but  que  je  me  suis  pro[)()S(''  ici, 
j'aurais  à  faire  des  considérations  tout  à  fait  analogues  sur  les  fonctions 
byperelliptiques  (du  premier  ordre)  et  les  équations  du  viiigt-s('[)liènie 
de  erré. 
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l^n  première  ligne  donc  j'aurai  à  construire  une  forme  normale 
])Our  l'équation  modulaire  de  la  transformation  du  troisième  ordre  des 
fonctions  hyperelliptiques.  Qu'il  me  soit  permis  de  m'appuyer  ici  sur 
les  recherches  de  deux  de  mes  élèves,  M.  Witting  et  M.  Maschke. 
M.  Witting  s'est  occupé  de  généraliser,  pour  les  fonctions  hyperel- 
lipli(jues,  ce  que  j'avais  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  dans  ma 
Théorie  des  coiu-bes  normales  supérieures  (').  Voici  le  détail  que  je 
dois  emprunter  à  ses  recherches.  Soit 

(o)  &(>•.,  ^'2, -.,,-,  =  ,'==) 

une  fonction  thêta  hyperclliptique  impaire  quelconque;  p  un  facteur 
indéterminé.  Considérons  les  quatre  fonctions 

(b)     zz,^,^=e-  2r(aT,,  +  ?-,2.  aT,,  +  ;ÏT,,;  3t,,,  3t,2,  3t,2), 

a,  ji  =  o,  I  ;      o,  I  ;      i,  o;      i ,  i  ;      1,2. 

(  les  quatre  fonctions  doivent  être  considérées  comme  étant  stricte- 
ment analogues  aux  fonctions  :;,,  z.,  de  l'équation  (2).  Nous  constatons 
d'aljord  que  les  quotients  de  ces  quatre  fonctions  auront  la  propriété 
de  subir  des  substitutions  linéaires  à  coefficients  constants  pour 
cha(|ue  transformation  linéaire  des  T/y;,  qui  laisse  inaltérée  la  caracté- 
risti(|ue  de  la  fonction  ^.  Nous  voyons  ensuite  que  les  substitutions 
correspondant  de  cette  façon  à  deux  transformations  linéaires  con- 
gruentes  suivant  le  module  3  seront  les  mêmes.  C'est  pourquoi  le 
nombre  total  des  substitutions  des  quotients  des  z  devient  égal  à  un 
nombre  que  vous  avez  déterminé  dans  votre  Traité  des  substitutions, 

.     ,   ,    ,.       ,    (3^— i)3'(3--i)3  .  .-  .  ,,  .      , 

c  est-a-dire  a — ^^ —  =  23920.  iNous  considérons  ensuite  les 

substitutions  homogènes  unimodulaires  de  quatre  variables  z  corres- 
pondant aux  substitutions  fractionnaires  des  quotients.  Le  déterminant 
d'uiK'  substitution  quaternaire  étant  du  quatrième  ordre  dans  les  coef- 
licieiits,  le  nombre  total  de  ces  substitutions  homogènes  se  trouve  égal 

('  )  Witting,  Mathemalisclie   i/male/i,  t.  29  (Schlômilch's Zcitschrift .  Bil.3-2). 
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à  4-  20920  ;  mais  on  démonlre  qu'il  suffit  de  considérer  la  moitié  seule- 
ment, c'est-à-dire  2.25920  substitutions  formant  à  elles  seules  un  groupe 
isomorphe  au  groupe  des  substitutions  fractionnaires.  L'analogie  avec 
les  ^1,  -2  se  trouve  ici  encore  une  fois  conservée,  car  on  a  le  théo- 
rème trouvé  par  M.  Maschke,  qu'il  est  impossible  de  construire  avec 
ces  2.25920  substitutions  quelque  sous-groupe  tjui  soit  également  iso- 
morphe au  groupe  donné.  Il  s'agira  maintenant  de  chercher  les  équations 
par  lesquelles  les  rapports  des  z  sont  liés  aux  modules  algébricjues  des 
intégrales  hyperelliptiqucs,  équations  cjue  nous  considérerons  dans  la 
suite  comme  celle  forme  nofinale  de  l'écpiation  modulaire  de  la  trans- 
formation du  troisième  ordre  qu'il  fallait  construire.  Mais,  auparavant, 
il  faut  faire  une  remarque  essentielle  qui  n'était  pas  nécessaire  dans  le 
cas  des  fonctions  ellipticjues.  Pour  obtenir  les  substituli(Mis  linéaires 
des  quotients  des  z^  nous  avons  dû  considérer  seulement  ces  transfor- 
mations linéaires  des  t,;;,  qui  laissaient  inaltérée  la  caractéristique  de 
la  fonction  (5).  C'est  pourquoi  nous  ne  devons  pas  considérer  ici 
comme  modules  algébriques  des  intégrales  hyperelliptiques  les  inva- 
riants rationnels  de  cette  forme  binaire  du  sixième  degré  qui  se  trouve 
sous  le  signe  radical,  mais  certains  invariants  irrationnels  correspon- 
dant à  la  caractéristique  de  la  fonction  r.  \otre  fonction  "h  étant  im- 
paire, elle  est  associée  à  une  décomposition  déterminée  de  la  forme 
sextique  en  un  facteur  linéaire  et  un  facteur  du  cinquième  degré.  Or, 
suivant  les  idées  de  M.  Weierstrass,  une  forme  ainsi  décomposée  peut 
cire  changée  rationnellement  dans  celle-ci  : 

(7)         /  =  ^-2(^x]  -  g^x^x;  -  g3X]xl  -  g,x,xl  -  g,x'^. 

Ce  sont  ces  coefficients  g.,  g 3,  g,„  g^  qui  sont  les  invariants  irra- 
tionnels que  nous  devons  employer  dans  notre  étude  des  quantités  ::. 
Quant  aux  équations  explicites,  par  lesquelles  ils  sont  hés  aux  z,  c'est 
la  recherche  dans  laquelle  M.  Maschke  se  trouve  engagé.  Les  calculs 
n'étant  pas  encore  achevés,  il  suffira  d'indiquer  ici  que  les  résultats 
seront  publiés  prochainement  dans  les  Malhematische  Annalen. 

Considérons  maintenant  l'équation  du  vingt-septième  degré  des 
droites  d'une  surface  cubique.  Comme  vous  l'avez  prouvé  dans  votre 
Traité,  le  groupe  de  cette  équation,  après  l'adjonction  d'une  racine 
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carrée  (  '  ),  se  trouve  isomorphe  sans  mériédrie  au  groupe  des 
20920  substitutions  fractionnaires  des  quotients  des  z.  Or  je  ne  consi- 
dérerai pas  quelques  autres  qualités  spéciales  de  cette  équation,  mais 
je  m'occuperai,  dans  ce  qui  suit,  de  toutes  les  équations  du  vingt- 
septième  degré  ayant  le  même  groupe.  Est-il  possible  de  réduire  ces 
équations  rationnellement  au  problème  des  r,  que  nous  avons  défini? 
D'après  les  indications  données  pour  les  équations  du  cincjuième  degré, 
cela  dépend  des  substitutions  homogènes  unimodulaires,  correspon- 
dant aux  substitutions  fractionnaires  des  quotients  des  :r.  Si  le  groupe 
de  ces  substitutions  homogènes  se  trouvait  holoédricjucment  isomorphe 
au  groupe  des  substitutions  fractionnaires,  la  réduction  rationnelle 
s'opérerait  facilement  par  un  procédé  que  j'ai  donné  dans  le  tome  XV 
des  Mathematische  Annalen  (-)  et  sur  lequel  je  reviendrai  tout  à 
l'heure.  Mais,  comme  le  groupe  des  substitutions  homogènes  des  z  est 
nécessairement  deux  fois  plus  grand  que  le  groupe  des  substitutions 
fractionnaires,  la  réduction  rationnelle  devient  impossible;  il  faut  donc 
introduire  quelque  irrationnalité  accessoire. 

Voici  maintenant  une  méthode  facile  de  réduction.  Je  la  donne  sous 
la  même  forme  géométrique  sous  laquelle  elle  s'est  présentée  à  mon 
esprit,  en  relation  intime,  comme  vous  le  verrez,  avec  mes  anciennes 
recherches  sur  l'espace  réglé. 

Le  groupe  des  substitutions  homogènes  des  :;  n'étant  pas  holoédri- 
quement  isomorphe  au  groupe  de  l'équation  proposée,  la  première 
chose  à  faire  consiste  à  en  déduire  un  autre  groupe  de  substitutions 
homogènes  qui  le  soit.  Dans  ce  but  il  suffit  évidemment  de  considérer 
les  substitutions  des  déterminants  />,a=  ^i^'k—  -',^aj  formées  de  deux 
séries  de  variables  cogrédientes  z,  z',  ou  bien  les  coefficients  a^^  d"une 
forme  linéaire  des  p,/, 

c'est-à-dire  les  coordonnées  d'un  complexe  linéaire. 

(  '  )  Quant  à  celte  racine  carrée,  j'ai  démontré  qu'elle  se  rapporte  au  discrimi- 
nant de  la  surface  cubique,  c'est-à-dire  à  cette  expression,  qui,  égalée  à  zéro, 
donne  la  condition  pour  l'existence  d'un  point  double. 

(-)  Mémoire  sur  la  résolution  de  certaines  équations  du  septième  et  du  hui- 
lième  de^ré. 
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Maintenant,  par  le  procédé  donné  au  tome  XY  des  Matheniatische 
Annalen,  nous  sommes  en  état  de  construire  six  fonctions  rationnelles 
des  vingt-sept  racines  x  de  l'équation  proposée,  qui  soient  des  «m,  c'est- 
à-dire  qui  se  substituent  comme  les  a,^;,  quand  on  effectue  d'une  part  sur 
les  X  les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  et  d'autre  part  sur  les  z 
les  substitutions  linéaires  correspondantes.  Nous  disons,  suivant 
l'expression  employée  dans  mon  Livre,  que  nous  avons  coordonné 
d'une  manière  covariante  aux  racines  x  un  certain  complexe  linéaire 
de  l'espace  des  :;. 

Tout  ce  qui  reste  à  faire  maintenant  est  de  coordonner  à  ce  complexe 
linéaire  d'une  manière  covariante  un  point  -.  Or  c'est  le  même  problème 
duquel  je  me  suis  occupé  récemment  dans  mes  recherches  sur  la  résolu- 
tion des  équations  générales  du  sixième  et  du  septième  degré  ('  ).  On 
commence  à  coordonner  au  complexe  ai^  d'une  manière  covariante  et 
i-ationnelle  trois  autres  complexes  a-^^,  a'^^,  d[^  et  l'on  cherche  ensuite, 
suivant  les  règles  connues,  deux  combinaisons  Unéaires  de  ces  com- 
plexes, qui  représentent  des  lignes  droites,  se  coupant  en  un  point. 
C'est  cette  dernière  opération  qui  introduit  une  irrationnalité  acces- 
soire, composée  de  deux  racines  carrées.  Mais  nous  voilà  parvenus  au 
but  que  nous  nous  sommes  posé;  car  le  point  d'intersection  des  deux 
droites,  c'est  bien  le  point  z  qu'il  fallait  construire. 

En  effet,  les  coordonnées  z  du  point,  que  nous  venons  de  déterminer, 
dépendront  des  racines  x'  de  l'équation  proposée,  de  telle  sorte  C[u'elles 
peuvent  être  définies  par  wxv  problème  normal,  dans  lequel  o-^,  «"a, 
o"^,  ^'■5  ont  été  remplacés  par  des  fonctions  des  coefficients  de  l'équation 
du  vingt-septième  degré  rationnellement  connues.  En  calculant  ensuite 
les  ^  par  les  formules  hyperelliptiques  ((V),  nous  avons  résolu  l'équa- 
tion du  vingt-septième  degré. 

Je  ne  saurais  finir  sans  vous  annoncer  dès  aujourdhui  une  publica- 
tion de  mon  ancien  élève,  M.  Cole,  agrégé  à  l'Université  de  Boston 
(Harvard  Collège).  Vous  savez  bien  que  j'ai  eu  toujours  un  intérêt 
tout  particulier  pour  cette  question  de  la  réduction  des  équations 
quelconques  à  des  équations  normales  du  même  groupe.  Or,  pendant 
l'hiver  passé,  dans  un  Cours  spécial,  j'ai  fait  de  mes  études  un  en- 
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semble,  sans  pourtant  aller  jusqu'aux  développements  que  je  viens  de 
donner  dans  cette  Lettre.  Maintenant  M.  Cole  s'est  engagé  à  faire  une 
rédaction  de  ce  Cours,  qui  doit  être  imprimé  dans  V American  Journal 
ou  quelque  autre  part.  Ce  sera,  pour  ainsi  dire,  une  continuation  de 
mon  Livre  sur  Ficosaèdre. 

GiJllinguc.  le  22  septembre  18S7 
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Recherches  sur  les  groupes  cVordre  fini  contenus  dans  le 
groupe  riuadratique  crémonien.  Premier  Mémoire  :  Etude 
d'une  substitution  crémonienne  isolée; 

Par  m.  Léon  AUTOMNE. 


Introduction. 

Après  avoir,  dans  deux  Mémoires  insérés  au  Journal  de  Mathéma- 
tiques (années  t885  et  188G),  étudié  les  groupes  d'ordre  fini  contenus 
dans  les  groupes  qnadi'atiquc  et  cubique  Cremona,  je  me  i)ropose,  dans 
le  présent  travail,  d'étendre  le  même  genre  de  recherches  aux  substi- 
tutions birationnelles  qui,  au  lieu  d'avoir  seulement  une  série  de  trois 
variables  homogènes  ./;,  (coordonnées  d'un  point  x  du  plan),  con- 
tiennent deux  séries  de  trois  variables  homogènes  :  x',-  (coordonnées 
d'un  point  .r  du  plan),  ;/,  (cooi'données  d'une  droite  u  du  plan). 

Soit 


une  pareille  substitution,  o,  et  ji,  étant  des  polynômes  qui  contiennent 
les  Xi  et  les  w,  aux  dimensions  marquées  par  les  entiers  u,  b.  r.  d. 
lesquels  ne  peuvent  être  négatil's. 
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La  subslilulion  .y  sera  biralioniiclle  si,  posanl 

ajK,-=  Oi{x,  u),  [îr,  =  'hi^'^'^  ".'■ 

(a,  p  =  facteur  de  proportionnalilé  ) 


on  a  aussi 


(y,  0  =  facteur  de  proportionnalité), 

0,  et  •/],  étant  de  même  nature  que  '^,  et  1,.  On  pourra  écrire,  dans  ce 
cas, 

.V,  0;  (  !r,    //   ) 


"i    1]i\-''1  " 


1   a'     />' 


La  substitution  s  est  une  substitution  de  contact,  si  chacun  des  deux 
systèmes  d'équations 


>  ?/,./■,  —  >  Uj  (l.v,  =   7  ./;,  diii  =  o 


et 


entraine  l'autre. 

J'appelle  crémonicnne  une  substitution 

I   "     ^'   I 
\   c     d  ) 

qui  est  à  la  fois  birationnelle  et  de  contact.  L'appellation  crémonicnne 
est  justifiée  par  le  fait  que  s  se  réduit  à  une  substitution  Cremona  ordi- 
naire, si  l'entier  b  est  nul. 

Soient  deux  crémoniennes  s  et .?', 


I  -'■•/     ?,U-,  II) 
I    Ui     •\>,(j-,  II) 
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la  substitution 

I  «/   'IK?5  ^)  ! 

est,  par  définition,  le  produit  s's  de  s'  par  s.  Je  démontre  que  les  cré- 
moniennes  forment  un  groupe,  que  j'appelle  groupe  crémonicn. 

C'est  la  construction  de  groupes  crémoniens,  dits  quadratiques, 
formés  par  des  substitutions 

^a     b] 

[  c     d  )' 

les  entiers  a,  b,  c,  d<  2,  qui  est  l'objet  du  présent  Mémoire. 

Pour  la  construction  des  groupes  Crcmona,  je  pouvais  opérer  sur 
des  substitutions  dont  les  propriétés  étaient  bien  connues.  Au  con- 
traire, le  champ  des  recherches  relatif  aux  crémoniennes  est  presque 
inexploré.  On  connaît  bien  (Mayer,  Mathcmatische  Annalen,  t.  VIII) 
certaines  équations  aux  dérivées  partielles,  auxquelles  (p,  et  'j/,  doivent 
satisfaire  pour  que  la  substitution  s  soit  de  contact,  mais  personne  n'a 
encore  donné,  au  moins  à  ma  connaissance,  les  conditions  de  biration- 
nalité  et  la  forme  explicite  des  fonctions  entières  o,-  et  '-};,. 

La  construction  des  groupes  crémoniens  a  dû,  par  conséquent, 
être  précédée  de  la  construction  et  de  l'étude  d'une  crémonienne 
isolée. 

J'ai  démontré  dans  un  autre  travail  {Journal  de  Mathématiques, 
1887,  et  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
du  8  février  1886)  que,  si  l'un  des  entiers  a,  b,  c,  d  est  zéro  ou  un, 
la  crémonienne  s  s'obtient  en  combinant  une  substitution  Cremona, 
convenablement  choisie,  avec  la  substitution  d'échange 


Dans  ce  cas,  je  donne  à  .s-  le  nom  de  crémonique. 

Ce  résultat  m'a  permis  de  construire  les  groupes  crémoniens  linéaires 


l8n 

\lTO>>E. 

formés  de 

substitution* 

,  a     b  ] 
1   c     ri  «' 

où  aucun  des  entiers  a,  b,  r,  cl  ne  dépasse  l'unité. 

J'ai  fait  voir  qu'un  pareil  groupe,  s'il  est  d'ordre  fini,  s'obtient  en 
combinant  avec  la  substitution  d'échange  l'un  des  groupes  de  M.  Jordan 
[linéaires  et  d'ordre  fini  à  trois  variables  homogènes  {Journal  de 
Crelle,  t.  84  )|. 

Un  groupe  quadratique  crémonien  contient,  ou  peut  contenir,  des 
substitutions  linéaires  (monistiques  ou  dualistiques ),  des  crémoniques 
et  des  substitutions 


qui  s'appelleront  tout  simjilenient  quadratiques  rrémonicnnes. 

Le  présent  INIémoire  est  exclusivement  consacré  à  l'étude  d'une  sub- 
stitution isolée  contenue  dans  un  groupe  c^uadratique  crémonien.  Les 
substitutions  linéaires  (monistiques  ou  dualistiques)  ont  été  étudiées 
ailleurs  (^Journal  de  Mathématiques,  fasc.  L  t8S-,  et  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  du  8  février  i886); 
je  ne  m'occuperai  donc  que  des  crémoniques  et  des  crémoniennes. 

Un  second  Mémoire  traitera  de  la  composition  des  crémoniennes,  de 
la  construction  des  groupes  quadratiques  et  de  la  recherche  des 
groupes  d'ordre  fini. 

Le  présent  travail  est  divisé  en  cinq  Parties. 

Dans  la  première  Partie,  j'expose  les  définitions  et  cjuelques  géné- 
ralités applicables  à  des  crémoniennes  de  dimensions  quelconques,  et 
je  fais  voir  que  le  produit  de  deux  crémoniennes  est  aussi  une  crémo- 
nienne,  en  d'autres  termes  que  les  crémoniennes  forment  un  groupe, 
le  groupe  crémonien. 

Dans  la  deuxième  Partie,  j'établis  le  lliéorème  suivant  : 

Théokème.  —  Toute  crémonique  quadratique  est  de  la  forme  aaj3, 
y.  et  [3  étant  des  substitutions  linéaires  quelconques,  monistiques  ou 
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diialistiques,  et  rs  /'it/w  que/conque  des  /rois  substilulions 


1  = 


X, 

X2  Xj 

X2 

XjXf 

X3 

X,X, 

M, 

x]u, 

«2 

x\u^ 

«9 

xi  u. 

.r. 


x: 


u,  — x,r 
u^x  x'iiu 
II.,       -  x'-.  a 


x^ 

xl 

X, 

A 

u, 

X^f'i 

Mo 

C'^ll,  —  X'^Ui 

II, 

x'tu.. 

'c^'c-\ 


x.x^, 


rrr  =  tT! 


A,-  = 


dr,' 


/•,  =  (  Am),-, 


A.,  w., —  A.,  ?/.,, 


Je  définis  (17  du  Mémoire)  ccrUiins  éléments  fondaiiientaux  et 
certains  connexes  fondamenlaux  qui  jouent  vis-à-vis  d'une  crénio- 
nienne  respectivement  un  rôle  analogue  à  celui  àe?> points  fondamen- 
taux et  des  lignes/ondamentales\is-k-vis  d'une  substitution  Cremona. 
Les  expressions  éléments  et  connexes  signifient  d'ailleurs  (  1  du  Mé- 
moire) la  même  chose  que  dans  la  terminologie  de  Clebsch  (Leçons 
sur  la  Géométrie,  traduction  Benoist,  t.  III,  Connexes). 

Ainsi,  pour  mettre  en  parallèle  les  propriétés  respectives  des  substi- 
tutions Cremona  et  crémoniennes. 


Une  substitution  Cremona  fait   cor-  Une    substitution    crémonienne    fait 

respondre,  à  un   de  ses  points  fonda-  1  correspondre,  à  ;//i  de  ses  éléments  fon- 

mentaux,  00  points,    et  aux   00   points  damentaux,  co    éléments,    et    aux    00- 

d'une  de  ses  lignes  fondamentales,  un  ,  (Idu  Mémoire)  éléments  d'un  connexe 

seul  point.                                                     j  fondamental,  ou  un  nombre  Jini  ou  ce 

]  au  plus  éléments. 

Un  facteur  fondamental  est  un  facteur  qui,  égalé  à  zéro,  donne 
l'équation  d'un  connexe  fondamental  ;  pour  chacune  des  crémoniennes 
que  je  considère,  je  donne  le  Tableau  des  éléments  et  des  facteurs  fon- 
damentaux. 


Joiirn.  de  Math.  ('^'  siM'ie),  tome  I\'. 
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Dans  la  troisième  Partie,  j'établis  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  créinonieniic  quadratique  qui  n'est  pas  cré- 
monique  est  un  produit  de  deux  ou  trois  crémoniques. 

Nous  sommes  amenés  ainsi  à  distinguer  ainsi  les  crémoniennes  à 
deux  et  à  trois  composantes  crémoniques. 

Comme  toute  crémonique,  d'après  la  première  Partie,  s'obtient  en 
combinant  des  substitutions  linéaires  avec  ^,  nr,  p,  lesquelles  sont  des 
substitutions  quadratiques  Cremona,  on  voit  que  toute  crémonienne 
quadratique  s'obtient  en  combinant  des  substitutions  quadratiques 
Cremona  avec  des  substitutions  linéaires  monistiques  ou  dnalistiques. 
Ce  résultat  est  à  rapprocher  du  fait  bien  connu,  qu'une  substitution 
Cremona  d'ordre  quelconque  s'obtient  en  combinant  des  collinéations 
(substitutions  linéaires  monistiques)  avec  des  substitutions  quadra- 
tiques Cremona. 

La  quatrième  Partie  est  consacrée  aux  crémoniennes  quadratiques  à 
deux  composantes  crémoniques,  et  établit  la  proposition  suivante,  dans 
l'énoncé  de  laquelle  on  a  désigné  par  E  et  H  les  substitutions 

\  X,       u,    \  I     ^1         —  '/| 

I    "l?2       /'"a    I  I      ■'^■2  "3 

'  ./ 1     //w«  ./■,     f/,  —  eu, 

H  =  H-'=  •    .         E  =  E-'  = 

//,      /ic,  u,  —  X, 

«,      c,  I     «o     ex.,-hx, 

•   U3       i^i  I     «3  (^i 

h,     e  =  consl. 

Théorème.  —  Toute  crémonienne  quadratique  à  deux  compo- 
santes crémoniques  est  de  la  forme  a^S,  ol  et  '^  étant  deux  substi- 
tutions linéaires  monistiques  ou  dualistiques,  et  s  une  des  quatre 
crémoniennes  suivantes  : 


I 
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mEcï  =  (  niEcT  )~'  = 


^2  /•; 

Xj  —  «3  (xl  u„  4-  ex\  «3  ) 

«,  /'i  (aex,  //j  —  x-j  w,  ) 


pEro  =  (cctEp)''  = 


X-, 

— -ï-i'/s/-, 

x^ 

r',  u'i 

X, 

'']  +  "s  {-^l  l'i  -f-  f -P,'  «3 

M, 

.r 

//^(xni/;,  -h  'ir,  ) 

«2 

r^  - 

-  ((Kex'î-h  x,x,) 

M, 

x-iq 

X, 

—  -^'î":!'"- 

X^ 

/•', 

crEp  =  (pEm  )" 


^:i        '^.1  (-^'î  "s  —  ^o  Wa      -  f  y!;  «3  ) 


u, 

l\{/\   -h  'l('X..lt,) 

«2 

ul{exl  4-  A) 

M, 

—  r', 

X-, 

ivoUo  t*<>  /  2 

Xt 

h^x'tul 

X, 

/•:!  —  h-  «3  (x'i  i/3  —  x!;  //j) 

u, 

—  hx.^  «3 ( 2/-0  +  /r'x-,  w,|  ) 

u.. 

/•^-A^,/^V 

u. 

/r.r^w^ 

pHp  =  (pHp)  ' 


A  et  7",-  ayant  la  même  signification  que  dans  la  première  Partie. 

La  cinquième  Partie  est  consacrée  aux  substitutions  créraoniennes 
quadratiques  à  trois  composantes  crémoniques.  Si  l'on  désigne  par  e, 
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A',  A'  les  substitutions  linéaires 


a;,     M, 
M,     .r, 

I  a,     .r. 


A-  = 


.r., 


"2 


,r, 
—  41^' "2 


A'  = 


"i 


-4R=.r, 
4K-X2 


—  4K=+  «3 


on  a  la  proposition  : 

Théorème.  —  Toute  crémonienne  quadratique  à  trois  compo- 
santes crémoniques  est  de  la  forme  a^^  ou  a-j3,  aet^  désignant  des 
substitutions  linéaires  monistiques  ou  dualistiques,  où 


?  =  E~'  =  pe^/icp  — 

.^3 

/•;-4K=M^A 

"1 

--  ^i','-. 

l'2 

r;  +  4K^«^j3l 

«3 

/■':[ 

J\  =  X^           •^2'^3î                --^  ^ 

\- 

K-j;i;,         K  =  const.. 

/■/  = 

(A«j„         r,=  (5tw; 

K,     K-, 

K^ 

-  iF^o; 

X, 

-  '•.  '-2 

X., 

n 

T.  =  --'  =  pev^ck'ts  = 

■'\ 

ri-  4K^«^A 

". 

•2/-,i-, 

«2 

r^  +  4K-«;3l 

«3 

n 

(21  =  A  —  K.-^^,  le  reste  comme  plus  hautj. 
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Quant  aux  éléments  et  aux  facteurs  fondamentaux,  ils  sont  donnés 
par  le  Tableau  ci-contre.  J'appelle  d'ailleurs  élément  adhérent  : 

A  une  courbe,  le  système formépar  une  tangente  elle  point  de  contact  ; 

A  une  droite,  le  système  formé  par  la  droite  et  un  point  de  celte 
droite  ; 

A  un  point,  le  système  formé  par  le  point  et  une  droite  passant  par 
le  point. 

Je  donne  aux  côtés  et  aux  sommets  du  triangle  des  coordonnées  les 
noms  indiqués  sur  la  figure. 


Les  éléments  fondamentaux  Les  facteurs 

Pour  sont  les  oo  éléments  adhérents  à        fondamentaux  sont 

Ç (o,    w'    oj",    <>,    tî',    i>"  a-,,    JC^,    X3 

ra (o,    (o',    i>,    il'  X,,    X^ 

p w,   i2  .Ta 

pHp <»,    il  X2,    «3 

pEiu (0,   m',   !)('),   il,   IJ'  .r,,   JTj,    M3 

raEp 'i)!  '-,  ex?  +  Arr=o  .r2,   «3,  r\ 

cjEcj (1),   m',  il,  il'  e.rj^  H-a^2-^"3=  û  .v^,   U3,   Tj 

? to,  i>,  A  ;=  o,  A  —  K-,r^  ^  o  ^'2,   «3,  r  ^ 

Tt 10,  <i,  A  =:  o,  A  —  \L-œ\  =;  o  x^,   U3,  /■, 

.    _     ,  _    _  A    _  _^      . 

~     '  -^'  '       dxi' 

/•,  =  (Ai/),,  /-,  =  A2M:i  —  A3M2, 

J'ai  systématiquement  laissé  de  côté,  comme  moins  importantes  au 
point  de  vue  de  la  construction  des  groupes  crémoniens  quadratiques, 
les   nombreuses   propriétés   géométriques   des  substitutions    crémo- 

(')   I)  est  le  point  situé  sur  il',  dont  les  coordonnées  sont  o,  4i  '• 
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niennes.  J'ai  négligé  notamment  les  relations  qui  existent  entre  les  élé- 
ments et  connexes  fondamentaux  de  la  crémonienne  s,  et  les  connexes 
et  éléments  fondamentaux  de  s-' .  Ces  relations  sont  tout  à  fait  de  même 
nature  que  celles  qui  existent  entre  les  points  et  lignes  fondamentales 
d'une  substitution  Cremona,  les  lignes  et  points  fondamentaux  de  son 
inverse. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

GÉNÉRALITÉS    ET    DÉFlNITIOîJS. 

1.  La  terminologie  adoptée  dans  le  présent  Travail  est  celle  de 
Clebsch-Lindemann  (Leçons  sur  la  Géométrie,  Connexes,  tome  III 
de  la  traduction  Benoist).  Je  renvoie  à  l'Ouvrage  cité  pour  la  définition 
des  mots  élément,  élément  principal,  situation  réunie,  connexe, 
coïncidence,  coïncidence  principale,  couple  de  couj-hes,  etc. 

Toutefois,  comme  je  ne  m'occupe  que  d'éléments  principaux,  le  mot 
élément  voudra  dire  élément  principal;  un  connexe  aura  ainsi  pour 
moi  'xP'  éléments,  ceux  de  sa  coïncidence  principale.  De  même,  à  moins 
de  stipulation  contraire,  des  éléments  infiniment  voisins  seront  toujours 
supposés  en  situation  réunie. 

Un  élément  {x,  u)  formé  parle  point  x  d'une  courbe  et  la  tangente  u 
en  ce  point  adhérera  ou  sera  adhérent  à  la  courbe,  laquelle  à  son 
tour  sera  adhérente  ou  adhérera  à  l'élément.  De  même  tout  clément 
{x,  a)  adhère  à  la  droite  fixe  a,  laquelle  adhère  à  l'élément  (x,  a). 
Enfin  tout  élément  (A,  m)  adhère  au  point  fixe  />,  lequel  à  son  tour 
adhère  à  l'élément.  11  y  a  évidemment  ce  éléments  adhérents  à  une 
courbe,  à  une  droite,  à  un  point. 

Suivant  l'usage,  je  désigne  par  x^y,  z,  ...  des  points  ayant  respec- 
tivement pour  coordonnées  a?/,  >',,  ^,-.  . . .  (i  =  i ,  2,  3),  et  par  u,v, 
KVi,  . . .  des  droites  ayant  pour  coordonnées  «,,  r,,  tv,,  ....  J'écrirai  /(x) 
au  lieu  de /(a;,,  a^j,  a^jj Dans  une  forme  à  plusieurs  séries  de  va- 
riables 

P(x,y,  ...,«,(',  ...  ), 

je  soulignerai  celles  des  variables  qui  seront  considérées  non  comme 
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coordonnées,  mais  comme  parainèti-es.  La  notation 


uS- 


■  pa;,...) 

met   en   évidence    les  dimensions    avec  lesquelles   figurent   dans   la 

forme  P  mixte  les  variables  homogènes  x,,  ^,,  Enfin,  quand  aucune 

ambiguïté  ne  sera  possible,  je  désignerai  une  forme  mixte  simplement 
par 

/  «        fi  Y       0  \ 

par  exemple. 

Il  va  sans  dire  que  nous  supposerons  toujours,  à  moins  de  stipula- 
tions contraires,  entre  les  six  variables  a;,  et  Ui  la  relation 

V  UiXi  =  o. 

Toutes  nos  formules  ne  seront  exactes  que  sous  le  bénéfice  de  cette 
relation. 

2.   Soit  une  substitution  de  contact  (voir,  pour  la  définition,  l'Ou- 
vrage précité  de  Clebsch-Lindemann,  t.  III,  p.  4^5) 


Yi 


7  ç-  =  <]^- 


(^p,  a  =  facteurs  de   proportionnalité;  ç«,, '.pi=  formes  rationnelles  et 
entières.) 

Si  Ton  a  réciproquement 

p'x,-  =  0,-(  j,  V  j.        '7'  iti  =  y;,-)  j,  p  ) 
(  p',  <j'  =  facteurs  de  proportionalité  ), 

la  substitution  s  sera  birationneile  et  Ion  posera  par  définition 

Xi     6,1  *•,  u)  I       I  Yi     Xi         l  a'     h'  j 

/   '"     '''  \    I  V;         U;  C'        cl' 
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Il  est  évident  que  G,(ç,  ^j/)  et  rj,(<p,  4*)  sont  respectivement  propor- 
tionnels à  Xi  et  «,. 

Une  substitution,  qui  est  à  la  fois  birationnelle  et  de  contact 

/  a     b 
\   c     d 

sera  appelée  crérnoiiienne,  parce  qu'elle  se  réduit  à  une  substitution 
ordinaire  Cremona  d'ordre  a,  si  l'entier  b  est  nul.  Une  crémonienne 
devient  crémonique  si  l'un  au  moins  des  cjuatrc  entiers  a,  i,  c,  d  est 
zéro  ou  un.  La  crémonienne  est  linéaire  monistique  ou  dualistique 
(voir  ma  Note  dans  les  Comptes  rendus  du  8  février  i886  ou  mon 
Mémoire  du  Journal  de  Matliématiques,  p.  64;  1887)  si  aucun  des 
entiers  a,  b,  c,  d  ne  dépasse  l'unité;  la  crémonienne  est  quadratique 
si  aucun  de  ces  quatre  entiers  ne  dépasse  deux.  Je  sous-entendrai  sou- 
vent substitution  devant  crémonienne  et  substitution  linéaire  devant 
monistique  ou  dualistique. 

3.  Soit  une  crémonienne 


Ui       <\i 


l'i     f[i 


L'élément  (y,  p)  dont  les  coordonnées  sont  ^,(a;,  m)  et  'j',(a^,  «)sera  le 
transformé  par  s  de  l'élément  (a-,  u)  et  sera  désigné  par  5[(x,  u)\. 

Soit  (ic,  u)  l'élément  courant  du  connexe  C  :  le  lieu  géométrique  des 
éléments  ^[(a;,  «)]  sera  le  connexe  *[C],  transformé  par  s  du  con- 
nexe C. 

Soit  P(.^,  m)  une  forme  mixte,  je  poserai 

.sfP(a;,  «)]  =  P(?, '|). 

Comme  on  a  identiquement,  à  un  fadeur  de  proportionnalité 
près  (2), 

P(x-,  «)=P|Û(  9,  f  ),•/!(  cp,f)|: 
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on  voit  que,  si  P  =  o  est  IV'quation  du  connexe  C, 

.^-'[P(x-,  «yj-pco,  ■/i)  =  o 

est  l'équation  du  connexe  «[C]. 

Soient  une  courbe  c,  (a7,  u)  l'élément  courant  adhérent  à  cette 
courbe.  Par  les  propriétés  connues  des  substitutions  de  contact,  on 
voit  que5[(a?,  u)\  est  l'élément  courant  adhérent  à  une  certaine  courbe, 
que  j'appelle  transformée  de  c  par  s  et  que  je  représente  par  s\c\. 
Si 

p(x)—  q(u)  =  o 

sont  les  équations  de  la  courbe  c  en  coordonnées-points  a;,  et  coordon- 
nées-lignes Ui,  on  voit  aisément  qu'il  suffit  d'éliminer  successivement 
entre  les  trois  équations 

S-'  [p{x)\=s-'  I  q{u)]  =  p(  Ô  )  =  q(r^  )  =  2]  ".-'^V  =  o 

a?,  et  ii,  pour  avoir  l'équation  de  .s\c\  successivement  en  coordonnées- 
points  et  coordonnées-lignes. 

4.   Soient  deux  crénioniennes 


■s'  = 

X'i 

cp;.(x-,  u) 

"i 

'y,ix,u) 

a  substitution 

s' s 

Xi     .v[cp'.J 

Ui 


Xi     'fiC-i',  u) 


sera  par  définition  le  produit  s' .s  de   s'  par  .y,  dans  l'ordre  indiqué 
de  facteurs. 

Au  point  de  vue  géométrique  s' s  équivaut  aux  deux  substitutions  s 
et  .y'  successivement  faites  (dans  l'ordre  indiqué);  s  et  s'  étant  de  con- 
tact changent  par  définition  des  éléments  infiniment  voisins  eu  situation 
réunie  en  des  éléments  infiniment  voisins  en  situation  réunie;  il  en  est 
donc  de  même  de  s' s.^  qui,  par  suite,  est  de  contact. 
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Posons  {y,v)=s[{x,  u)\  et  ensuite  (  r,  u' )  =  a^'U/,  (')],  on  aura, 
d'après  ce  qui  précède, 

(-,  iv)  =  5's[(;p,  u)]. 

L'inverse  s'~'  de  la  crémonienne  5' est  évidemment  crémonienne  el 
transforme  (-,«')  en  l'élément  unique  (j-,  r),  el  s"'  transforme 
(y,  r)  en  l'élément  unique  (x,  u);  la  substitution  s~' s'''  =  {  s's)~' 
équivaut  aux  substitutions  s'"^  et  5"'  successivement  faites  dans  l'ordre 
indiqué  et  change  (-,  w)  en  l'élément  unique  (x,  u)\  donc  s' s  est  bi- 
rationnelle  et,  étant  déjà  de  contact,  est  crémonienne  comme  ses  com- 
posaiites  s'  et  s.  En  résumé   : 

Théorème.  —  Les  créinunienites  fornieiit  «// groupe  crémonien. 

o.  Posons  (  ^',  r  )  =  .v[(./-,  «jj  et  par  suite  {x,  u)-=  s~^\{  y,  v  )\, 
s  étant  la  crémonienne 


"i     'h 


Xi      0,- 


J'appelle  écpiation  primordiale  ou  simplement  primordiale  de  la 
crémonienne  loule  écpiation  algél)rique,  telle  qut; 

_/(  .r,  y)  =  o.         /',  \x^  v)  —  o,  f-^ij',  y)  =  o,         f^i",  '7  =  o, 

dont  la  crémonienne  entraîne  l'existence  entre  u?ie  série  de  coordonnées 
de  (  X,  u  )  et  une  série  de  coordonnées  de  ()■,  r  ).  J'appelle  plus  spécia- 
lement 

y^  o,  primordiale     jiuncto-poncluelle  de  s  et  de  s~' , 
\  ])unclo-linéaire  de  .y, 

■  '  "  I  linéo-ponctuelle  de  ,y"', 


6.   Soit  (x,  u  )  l'un  quelconque  des  ce  éléments  adhérents  à  un  cer- 
tain point  X  du  plan  et  posons  (  )'.  r  )=  ■'i[{x,  u)\.  Les  oc  points  j/  sont 
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situés  sur  la  courho  d'ordre  n  (voir  1  du  Mémoiro  pour  les  explica- 
tions des  lettres  sniillp^ncrs) 

et  les  00  droites  c  touchent  la  courbe  de  classe  q. 

Deux  éléments  (r,  // )  infiniment  voisins  sont  en  situation  réunie; 
puisque  s  est  crémonienne,  il  en  est  de  même  de  deux  éléments  infini- 
ment voisins  (  r,  e)  =  .ç[(a:,.M)].  En  d'autres  termes,  les  équations 

.r,  yj  =  0  et  /|(^x,  t'l  =  o 

représentent,  l'une  en  coordonnées-points  y,-,  l'autre  en  coordonnées- 
lignes  e,-,  la  même  courbe  d'ordre  m  et  de  classe  q^ ,  ou  plutôt,  en  con- 
sidérant Xi  comme  des  paramètres  variables,  le  même  rrscati  de  ce- 
courbes  d'ordre  m  et  de  classe  q^.  J'appelle  ce  réseau  affcrenl  à  la 
substitution  s'*  ci  ponctuel  comme  se  rapportant  aux  divers  points  x 
du  plan.  Je  le  désigne  par  la  notation 

afTectant  la  lettre  R  comme  indice  supérieur  du  nom  de  la  substitution 
et  comme  indice  inférieur  de  la  première  lettre  du  mot  ponctuel. 
De  même,  les  deux  primordiales 

/,  [x,  c  )  =  o         et        ,/;  ( u,  v)  =  G, 

par  exemple,  représentent  un  réseau  d'ordre  m,  et  de  classe  /).,,  que 
j'appelle  réseau  linéaire  (se  rapportant  aux  diverses  droites  r  du 
plan)  de  la  crémonienne  .■?  et  que  je  désigne  par  la  notation 

R^ 
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En  résumé,  la  crémoniennc  s  aura  deux  réseaux 

II;,  d'ordre  m  el  de  classe/^n,  f{x,yj  ^/Jii,y)  =  o, 
R;         „        w,  »  p,,f,[x,v)=f.,{u,v)=o. 

La  crémonienne  .s-~'  aura  deux  réseaux 

R;,  '  d'ordre  n  et  de  classe  y, ,  /(.r,  y)  =  /,  \.t,  t' )  =  o, 

7.  Nous  avons  raisonné  comme  si  entre^deux  mêmes  séries  de  coor- 
données de  (x,  u)  et  de  (/,  v)  n'existait  qu'une  seule  primordiale. 
Supposons  maintenant  qu'il  [y  ait  deux  primordiales  puncto-ponc- 
tuelles  par  exemple 

/(.r,r)  =  o  et         /'(x,  7)  =  o. 

Six- est  donné, y  est  l'un  des  un'  points  d'intersection  des  deux  courbes 
d'ordres  n  et  n'  respectivement 

y,  ne  dépend  donc  que  des  ic,,  et  la  crémonienne 

7     9i[->^,  «) 


a     b  j 
c     d  \ 


Ui     ']/,(.-:•,  u) 


devient  crémonique  puisque  u  manque  dans  ç,-  et  è  ^  o. 

Pour  que  s  restât  crémonienne,  il  faudrait  que  les  deux  courbes  (  1  ) 
eussent  oc  points  communs,  c'est-à-dire  fussent  décomposables,  avec 
une  partie  comnmne.  Alors  on  aurait 

/  =  ôT(x-,y)F(x-,7), 
f  =  xs'{x,y)¥{x,y) 
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et  c  est 


^(x,y)  =  <^ 


qu'il  faudrait  prendre  pour  véritable  et  unique  primordiale  puncto- 
ponctuelle. 

8.  Si  l'un  des  réseaux  d'une  crénioniennc  .v,  le  réseau  ponctuel  IV 
par  exemple,  se  décompose  en  un  système  de  droites  (ou  de  points),  il 
n'est  plus  représentable  par  une  seule  équation  en  coordonnées-lignes 
(ou  coordonnées-points)  ;  en  ce  cas,  la  primordiale  linéo-ponctuelle  (ou 
puncto-ponctuellc)  de  s  ne  peut  plus  èlre  unique  et  s  devient  crémo- 
nique. 

9.  Existe-t-il,  en  général,  des  primordiales  pour  une  crémonienne 
donnée?  Il  est  aisé  d'en  former.  Soit  une  crémonienne 


Posons 


Xi     cp,(x-,  u) 
Uj     '^i(x,  u) 


(1)  f_>',=  o,(>-,  m), 

(2)  'JVi='\i{x,u), 

(3)  ^UiXi=o. 

p,  1  =  facteurs  de  proportionnalité. 

Nous  obtiendrons,  en  éliminant  entre  (3)  et  les  trois  équations. 

(i),   p  et  «/,-,  une  primordiale  puncto-ponctuelle, 

(i).   0  et  Xj,  »  linéo-ponctuelle. 

{'!),  1  et   w,-,  «  puncto-linéaire, 

(2),  a-  et  X,,  »  linéo-linéaire. 

Par  suite  une  crémonienne  possédei-aen  général  les  deux  réseaux 
linéaire  et  ponctuel  dont  nous  avons  montré  plus  haut  les  propriétés. 
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10.  Réciproquement,  d'une  primordiale,  punclo-ponetnelle  par 
exemple,  /(.r,  y)=  o,  on  peut  remonter  à  la  crémonienne. 

En  effet,  on  sait  {Leçons  sur  la  Géométrie,  t.  III  de  la  traduction 
Benoist,  p.  466  et  suiv.)  que  {  y,  c)  est  l'un  des  éléments  adhérents  à 
la  fois  aux  deux  courbes 

/(.r,  y)  =  o  et         /(  x  +^Uy)=^  dx,  '-^^  =  o, 

avec 

>  ifjdxi=^  o. 

Eliminons  j',  entre  les  trois  équations 

àf 
dxi 


./'  =  2  ù  ''^•*'  =  ^  ""'•>''  "=  °' 


en  tenant  compte  de 

2  UiXj=   7  i/-dxi^=  o; 

d'où 

Ui  proportionnel  à  {.i-dx)i^ 

( ./;  dx)  I  =  X.,  dx.j  —  X3  dx., ,  .... 

IjC  résultat 

(  «•,  ?/,  X  )  =  o 
de  l'élimination  donne  le  produit  des  /r  points  d'intersection  de 

f =11:^, '''■  =  "• 

en  coordonnées-lignes  w,. 

Parmi  ces  n-  points  se  trouve  j/  dont  l'équation  est 

Wy=   V  «7  9,('^^')   M  )=  o. 

Ef>  facteur  vv,  doit  se   détacher  par  conséquent  de  (  «',  m,  .r)  et  les 
fonctions  o,  se  trouvent  déterminées. 
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Opérons  de  même  sur  la  primordiale  puncto-linéaire,  nous  dclernii- 
ncrons  les  fonctions  "j/,,  et  la  crémonienne  s  sera  construite. 

D'ailleurs,  dès  que  jKi,  c'est-à-dire   ç,  est  obtenue,  on  a  f,,  c'est- 

d  f{j^   y) 
à-dire  ']^,  en  remarquant  que  t',-  est  proportionnelle  à     '      '  —  >  c'est- 
à-dire  à 

d-i-'i 

11.  Théorème.  —  Le  reseau ponctueK^ou  linéaire)  du  produit  s' s 
de  deux  crémonieiines  est  le  (ransjormé par  s~'  du  j'éseau  ponctuel 
(ou  linéaire  )  de  s'. 

J'appelle  d'ailleurs  réseau  transformé  s~'  [Rp]  le  réseau  des  trans- 
formées par  .S"'  des  ao-  courbes  de  R^  . 

Soient  a- et  a'  deux  crémoniennes  quelconques,  x  un  point  fixe  d'ail- 
leurs quelconque  du  plan.  Les  oo  éléments  <j[(x",  m)],  pour  u  variable, 
adbèrent  à  une  certaine  courbe  d'ailleurs  quelconque  de  R^~'(6^  et 
les  oo  éléments  (j'(y[(x,  u)]  adhèrent  (5)  à  la  transformée  par  a'  de 
cette  courbe,  laquelle  transformée  est  une  certaine  courbe  d'ailleurs 
quelconque  de  a'[R^~'].  Mais  (6)  les  co  éléments  (j'a[(x,  u)  adhèrent 
à  une  certaine  courbe  d'ailleurs  quelconque  parmi  les  ao-  courbes  de 
RJf '"';  donc,  en  exprimant  par  l'égalité  des  symboles  la  coïncidence 
des  réseaux, 

RJf''~'=a'|R;  'J. 

Les  crémoniennes  a'  et  g  sont  quelconques  :  appelons  .v~'  la  crémo- 
nienne t'  et  s''  la  crémonienne  g,  il  viendra  l'égalité 

r;"=*-'[r;], 

qui  démontre  le  théorème. 

Il  suffit  de  raisonner  comme  ci-dessus  sur  les  réseaux  R^  pour  établii' 
que 

Rf'=..-MRn. 

On  aura  seulement  à  considérer,  au  lieu  d'un  point  fixe  cpiel- 
conque  x  du  plan,  une  droite  fixe  u  quelconque. 
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Soient 


/'(■»>  Z)  =  °'         F'(w,y)  =  o 


les  équations  en  coordonnées-points  x\  et  coordonnées-lignes  m,  du  ré- 
seau R^;  les  équations  du  réseau  Rj,^en  coordonnées-points  et  coor- 
données-lignes s'obtiendront  en  éliminant  respectivement  w,  ou  x-,- 
entre  les  trois  équations 

/'(?>  y)  =  ^^'  i'h  y)  =  2  "•■':  =  o, 


la  crémonienne  s  élant 


12.  Soit  s  une  crémonienne  ;  soient  a  et  p  deux  linéaires  quelconques 
monistiques  ou  dualistiques,  la  substitution 

sera  évidemment  crémonienne,  comme  s,  v.  el^,  el  paf-ch'Jînilion  sera 
équivalente  à  s.  Deux  crémoniennes  équivalentes  à  une  troisième  sont 
équivalentes  entre  elles.  Parmi  les  crémoniennes  en  nombre  intini 
équivalentes  à  s,  nous  prendrons  comme  /o/7/«'  canonique  de  .?  la  ci-é- 
moniennequia  l'expi'ession  la  plus  sinqile,  grâce  à  un  clioix  convenable 
des  linéaires  a  et  [3. 

Ce  qui  précède  s'applique  aux  crémoniennes  en  général,  les  entiers  a, 

b,  c,  d  étant  quelconques.  Je  vais  passer  maintenant  aux  crémoniennes 
linéaires,  où  a,  b,  c,  rff  i,  et  aux  crémoniennes  (7«ar//r///(y«t'.y,  où  a,  b, 

c,  d^i. 

15.  Toute  linéaii'c  est  évidemment  crémonique;  comme  je  l'ai  dé- 
montré ailleurs  (Journal  de  Mathéjnatiques,  p.  7I;  1887),  une  li- 
néaire ne  peut  être  ([ue  monistique 


u     A'-'[//] 


"'■     S  '^'i  "J 
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(  y-ij  élément  du  système  adjoint  des  a,y),  ou  dualistique, 


u       V3.,r 


(j3,y  élément  du  système  adjoint  des  b,j]  a^,  b^j  =  const.  de  détermi- 
nant y^  o). 

14.  Les  crémoniques  quadratiques  ont  l'une  des  quatre  formes  sui- 
vantes : 

!  '"    "  I         I   '     "  (         !  "    ^  )         (  ^     '  i 
(  2     ,  )'        (02)'        (12)'        !  2    o  )' 

si  l'on  a  égard  au  théorème  de  la  page  71  du  Journal  de  Matlicma- 
tiqites,  1887,  ainsi  conçu  : 

Si  l'une  des  deux  séries  de  variables  a;,  et  Ui  entre  linéairement 
{ou  manque)  dans  l'une  des  séries  de  Jonctions  o,-  et  '1,-,  qui  défi- 
nissent s  supposée  de  contact,  cette  même  série  de  variables  manque 
(ou  entre  linéairement)  dans  l'autre  série  de  fonctions. 


jne  cremoniaue 


.  ,;-^ 


u,  y.uj^i\j{x)  ' 


où  ^ij  est  le  coefficient  de  ~-  dans  le  développement  du  déterminant 
des  dérivées  -^,  et  la  substitution  ternaire 

OJCj 

une  substitution  Cremona. 

Joitrii.  de  Math.  (4°  série),  tome  IV.  —  Pasc.  II.  2'J 
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Si  Ton  désigne  par  4^  la  dualistiquc  d'échange 


Xi       Ui 
llj       Xi 


41= 

on  voit  aisément  que  toute  crémonique  quadratique  de  la  forme 
(12)  .  (02). 


21 

=  y  A. 


En  résumé,  toute  crcmonique  quadraiique  est  équivalente  à  une 
crémonique  de  la/orme  \. 

Il  suffira  donc  de  construire  la  forme  canonique  (12)  de  A. 

Remarque.  —  On  voit  aisément  que  l'inverse  d'une  crémonique  est 
aussi  une  crémonique. 

15.  Je  réserve  plus  particulièrement  le  nom  de  erémonienne  qua- 
dratique à  la  substitution 

,   .     2  ) 


Dans  ce  (|ui  suit,  j'abrégerai  le  langage  en  disant  r/y'mo^/y;//'  etc/Y?'- 
moniennc  au  lien  de  crémonique  fjuadratique  et  erémonienne  cjuadra- 
tiquc. 

Je  me  bornerai,  pour  une  crémonique  ou  erémonienne,  à  donner  sa 
forme  canonique,  puisqu'il  suffira,  pour  produire  la  substitution,  de 
multiplier  devant  et  derrière  la  forme  canonique  par  des  linéaires  con- 
venables; pour  cette  forme  canonique  il  suffira  (10)  de  donner  une 
primordiale. 
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DEUXIEME  PARTIE. 

FORME    CANONIQUE    d"uNE    CRÉMONIQUE    :     ÉLÉME>TS,     FACTEURS. 
CONNEXES    FONDAMENTAUX. 

16.   Il  suffira  de  conslruire  la  forme  canonique  de  la  crémonique 

A  (14).  Soil 


La  primordiale  puncto-linéaire  de  A 

représente  pour  c  constante,  mais  quelconcjue,  une  des  3c-  courbes 
de  R/,  lequel  réseau  est  un  réseau  de  xi-  coniques  passant  par  trois 
points  fixes,  puisque  la  ternaire 

I  h     9,(7)  I 

est  une  substitution  Cremona. 

Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

I.  Les  trois  points  sont  distincts.  On  peut  amener  ces  trois  points  à 
coïncider  avec  les  trois  points 

.r,  =  Xo  =  o,  x.^  ^  iPj  =  o,  x':,  =  .r,  ■=^  o, 

grâce  à  la  multiplication  de  A  par  une  monistique  qui  équivaut,  comme 
on  sait,  à  un  changement  de  coordonnées.  Eu  égard  à  l'équivalence, 
on  peut  donc  écrire 

(a,y=  const.  de  déterminant  ^  o). 


20() 

Alors 


'y  r,  'i,  =  y  ( f//,  .ro x-3  +  a/2  •'-'-.i  ^ \  +  <^/3  -i' i  -tv  )  (-•, 

=  •'■2-'":i  "^  «;i ''/  +  "''.t'^'i2  «/i''/+  •/■(■'"i^  ^''■' '"'■■ 

RiMiiplacer  y  «/,r,- par  r^,  c'est  iiiulti|)lier  encore  À  par  devant  par 

une  nionistique  a  (  eU'ecLuer  le  produit  f/ A),  ce  qui  est  licite  au  point  de 
vue  de  IV'quivalence.  Alors  la  primoi-diale  devient 

f|./^./'.i  +  r^./'j.'/,  +  *';i-''( -'^  =  o< 

et  la  crénionique  prend  sa  /o/v^c  canonique  (14  et  12  ). 


=  !:- 


11.  Deux  points  fixes  sont  intiuinient  voisins  sur  une  droite  et  le 
troisième  distinct.  Appelons  une  fois  pour  toutes  (to,  L*)  rélément 


et  co'  le  point 


X  ^^  X.^^  U^^  W;i  =  G, 

,r,  =  X.,  =  o. 


Nous  pouvons,  eu  égard  à  Téquivalence,  supposer  les  deux  points 
fixes  infiniment  voisins  confondus  en  co(.r,  =  x^  ^  m,  ^  o)  sur  la  droite 
il{u^  =  x.y  ^  «3  =  o),  et  le  troisième  point  fixe  situé  en  co'.  Alors 

Cp,-  =   «,■,  X.^X.t  -h  0,-|  2-f  I  ./•;  +  «/,  I  .Z'i  , 

Hein|ila(;ous  rnroic.  ce  qui  est    licite  au    j)oint  de  vue  de  l"éc[uiva- 
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lencc,  "V  f/,,  r,-  par  r.,,  V  a^^ ^ r,  par  i-, ,  V  a^^  ^  c,  par  t^,  il  vieiU  la  l'orme 
canonique  ci  pour  X, 


d  =  d   '  = 


/•  =  j;.,  ?/.,  —  .r.,  w., . 


i/f       —  ./;,/•, 
Wo       ./ :;  1/.J 
II,       ./•■;  //, 

III.  Les  trois  points  fixes  sont  confondus,  et  l'on  peut  supposer 
qu'ils  le  sont  au  point  w  de  la  conicjue  A  ^  x]  —  x^X3:=o  et  situés 
tous  trois  sur  la  conique;  cette  sup[)Osilion,  en  effet,  ne  change  pas 
l'équivalence.  Alors 

0,-=  a,x^x.,  +  l>,x',  4-  Ci{x'\  —  x.;,Xy ), 

o^    7  (^,cp,-=  .r,,/'2  >  a,  r,  4- .fi;    >  ^/t-v+  (  x]  —  x.,x\  )  \  c,(-',-. 

Nous  pouvons  encore,  eu  égard  à  l'écjuivalence,  écrire  p,  au  lieu  de 
^  a,p,-,  t'a  au  lieu  de  ^  A,c,,  ('3  enfin  au  lieu  de  ^  t',r,.  Alors  il  vient 

la  primordiale 

v,x,x.2  -f-  l'oxi;  +  v^(x'^  —  XiX-^)  ^=^  o, 

el,  pour  A,  la  forme  canonique 

I       X.;,  X', 

X,,  X-  —  X.,  X, 


—  r.^  =  ^2  "i  -^  -•"-'i  ^i 


u ,  X.2  r., 

a.,     x':  i/.,  —  x't  II., 
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On  peut  remarquer  que.  ^i  Fou  pose 
A,=  '^-,         r,  =  {Aii),  =  A.ii,-A,ii., r.,=  (Au),. 

Nous  avons  ainsi  le  théorème  : 

Théorème.  —  Toute  crémonique  est  de  la  forme  aap,  a.  et  ^  dési- 
ojiant  des  linéaires,  et  i  l'une  quelconque  des  trois  formes  cano- 
niques s,  CT,  p. 

17.  Soit  .?  une  crémonienne  quelconque,  quadratique  ou  non,  cré- 
monique ou  non.  Un  élément  (a,  h)  sera  fondamental  pour  s,  s'il 
existe  plus  d"un  élément  s\{a^  h)\.  Il  faut  évidemment  pour  cela,  si 

I   Ui     ■},(.:•,  u) 
que  l'on  ait 

cp/=o,  on         ■j//=o,  ou         ^,=^'vp/=o 

pour  l'élément  (a,  Z»). 

Un  connexe  C  est  fondamental  pour  a-,  si  s  transforme  les  ao-  élé- 
ments de  G  en  oc  au  plus.  Un  facteur  fondamental  es"t  une  forme 
mixte  qui  donne  annulée  l'équation  d'un  connexe  fondamental. 

18.  Pour  la  commodité  du  langage,  je  donne  aux  sommets  et  aux 
cùtés  du  triangle  des  coordonnées  les  noms  indiqués  sur  la  figure  ci- 
dessous. 


lî).   On  voit  aisément  que  la  canonique  "C  (H>) 

l  =  \  ''    r  '  =  "^',      (>',  *■)  =  (:[(./■.  u)\ 

a  pour  éléments  fondamentaux  : 
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i"  Les  co  éléments  acihérenis  à  riinc  des  trois  droites  Ù,  il',  Q",  élé- 
ments qui  annulent  ij;,; 

2°  Les  32  éléments  adhérents  à  l'un  des  trois  points  co,  co',  co",  élé- 
ments qui  annulent  o,  et  'j;,-. 

Si  (x,  II)  adhère  à  0,  0',  ù",y  est  respectivement  placé  en  co',  w",  co, 
et  f  est  indéterminée,  'j/,=  o.  Donc,  ^transforme  chacun  des  oo  élé- 
ments adhérents  à  0,  0',  Q"  en  les  oo  éléments  adhérents  respectivement 
à  co',  co",  co. 

Si  (x,  u)  adhère  à  co,  co',  co",  y  est  situé  en  un  certain  point  de  Q", 
0,  0',  et  V  est  indé.terminé  autour  de  ce  point. 

Donc,  X.  transforme  les  co  éléments  adhérents  à  co,  oo',  co"  en  les 
oc-  éléments  des  connexes  x^  =  o,  x.,^=  o,  x-,  =  o  respectivement. 
Comme  X,  =  'Ç-\  x.^,  x^^  x,  sont  les  facteurs  fondamentaux  de  l,  en 
vertu  même  de  la  définition. 

Lemme.  —  Soil  s  une  crémonienne  quelconque,  P(j7,  u)  une  forme 
mixte  irréductible  ;  si  P(9,  '|)  se  décompose  en  un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs,  tous  ces  facteurs,  sauf  un  au  plus,  sont  fonda- 
mentaux pour  s. 

Soit,  par  exemple, 

s[V(x,u)\=^P(-^,'^)^()9]\'Ul'...: 

appelons  p,  q,  ~,~^,  . . .  les  connexes  P  =  o,  Q  =  o,  II  =  o,  —  Si  Q 
n'est  pas  fondamental  pour  s,  tandis  cjue  (x,  u)  parcourt  le  connexe  q, 
s[(x,  u)]  parcourt  le  connexe  jo  et  le  parcourt  tout  entier,  puisqu'il 
est  irréductible.  Cela  résulte  (3)  de  ce  que  5[P(;c,  u)]  —  o  est  l'é- 
quation du  connexe  .?~'[p],  lieu  géométrique  de  l'élément  .s~' [(a?,  u)\. 

Si  maintenant  II  n'est  pas  fondamental  pour  s,  tandis  cjue  (x,  u) 
parcourt  TT,  s[(x,  u)  parcourt  de  nouveau  le  connexe/?.  Alors,  tandis 
que  (x,  u)  parcourt  p,  .?~'[(x',  u)\  parcourt  à  la  fois  q  clr.]  ces  con- 
nexes coïncideraient  donc,  et  Q  ne  différerait  de  II  cjue  par  une  con- 
stante facteur,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Au  contraii'e,  si  II  est  fondamental,  tandis  cjue  (x,  u)  parcourt  -, 
s[(ic,  u)]  vient  coïncider  avec  x  au  plus  éléments  de  p. 


2o4  AVTONNK. 

Appliquons  le  Icmnie  à  l,  il  vient  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  P  une  forme  mixte  irréductible;  il  ne  peut  se 
séparer  de  ^P]  d'autres  facteurs  que  x,,  x^,  x^\  il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  cpie  le  connexe  P  ^:=  o  contienne  les  oo  éléments  adhérents 
respectivement  à  w",  eu',  to. 

20.   Passons  maintenant  à  l'élude  de 


.X'oX., 

'  ^i 

o,(x",  u) 

1     X: 

_    1 

Yi 

-  ./;,/•, 

1    "i 

■|,(-^'  w) 

i     Ui 

'^i 

xlu.. 

Les  éléments  fondamentaux  de  ra  sont  : 

Les  GO  éléments  adhérents  à  0  et  à  Q'  respectivement,  '\i^  o: 

Les  oo  éléments  adhérents  à   co  et  à  co'  respectivement,  ç,  =  '|'/  =  o. 

Si  (x,  m)  adhère  à  il  ou  li',  y  est  en  co'  ou  en  w,  et  p  est  indéterminé 
autour  de  y.  Si  (x,  «/)  adhère  à  w',  y  est  en  un  certain  point  de  Q,  et  v 
est  indéterminé  autour  de  ce  point.  Si  (x,  u)  adhère  à  co,y  est  en  w, 
et  V  est  indéterminé  autour  de  )'. 

Étudions  enfin  les  éléments  en  nombre  infini  cî|(to,  iiy\\  soit  (/,  v) 
Tun  d'eux;  cî[(j)',  c)]  ==  (w,  Q),  puisque  cî  =  cî~'.  Il  faut  donc  avoir 

o  =  y-72  =  y\  =  7<  <>':'  ^'3  -  /a  t-,  )  =  y;  v, . 

L'élément  (  )',  v)  est  donc  lun  quelconque  des  x.'-  éléments  du  con- 
nexe X,  =  o. 

La  discussion  précédente  et  le  lenime  du  n"  li)  nous  conduisent  au 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  P(x,  u)  une  forme  irréductible  en  x,  et  w,;  // 
ne  peut  se  séparer  de  cT[P(.r,  m)]  que  les  facteurs  fondamentaux  x, 
et  Xj  rfe  gî;  pour  qu'il  se  sépare  du  facteur  x,,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  connexe  P  =;  o  contienne  les  x  éléments  adhérents  à  w';  pour 
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qu'il  se  sépare  du  facteur  a:, ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  connexe  P  =  o 
contienne  l'élément  (w,  Q). 

J'appelle  une   fois  pour  toutes  élément  focal,   ou   simplement  le 
focal,  l'élément  (w,  0). 

21.   Passons  à  la  canonique  p 


X, 

X,X. 

x\ 

x'i 

X, 

X'i          XjX'j 

Xi 

?' 

II, 

x.,r.. 

Ui 

h 

"2 

x';  u.,  —  xl  u.. 

"3 

x'iu^ 

Xi    Yi 


Les  éléments  fondamentaux  de  p  sont  les  éléments  qui  adhèrent  à  w 
ou  à  0.  Une  discussion  analogue  aux  précédentes  montre  que  .x^  est  le 
seul  facteur  fondamental  de  p,  et  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  P(x,  u)  une  forme  irréductible  mixte;  il  ne 
peut  se  séparer  de  p[P(j;,  «)]  que  le  facteur  x.,\  il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  que  le  connexe  P  =  o  contienne  l'élément  focal. 

22.  Considérons  maintenant  une  crémonique  quelconque  qui  sera 
(16),  a  et  p  désignant  des  linéaires  monisliques  ou  dualistiques 

[3a-a,      CI  =  'C,      nj     ou     p. 

On  s'assure  aisément  que  les  éléments  fondamentaux  et  les  connexes 
fondamentaux  de  [Ba-a  sont  les  transformés  par  a~'  des  éléments  et  des 
connexes  fondamentaux  de  <j. 

Une  monistique  équivaut,  comme  on  sait,  à  un  changement  de  coor- 
données; une  dualistique,  à  un  changement  de  coordonnées  combiné 
avec  une  transformation  par  polaires  réciproques  par  rapport  à  une 
certaine  conique  de  hase.  Nous  sommes  donc  en  mesure  de  déterminer 

Journ.  de  Math.  (^'  série),  lomc  IV.  —  Fasc.  II,   1888.  2y 


2o6  AUTONNE. 

les  éléments  fondamentaux  et  les  connexes  fondamentaux  d'une  crémo- 
nique  (|ueIcon({ue. 

TROISIÈME  PARTIE. 

DÉCOMPOSITION    DES    CRÉMONIENNES    EN    CRÉMONIQUES. 

25.  Une  crémoniennc  (a^b  =  c^d  =  2)  a  pour  inverse  une 
autre  crcmonienne;  en  effet,  une  linéaire  ou  une  crémoniquc  a  pour  in- 
verse une  linéaire  ou  une  crémonique,  et  nous  excluons  par  hypothèse 
toute  substitution  où  a,  b,  c  ou  d  serait  ]>  2. 

Prenons  donc  une  crémonienne 


s  = 

X      o,(j7,  u) 

S-'  = 

Xi 

0,(i  II) 

Ui     '\\x,  u) 

u, 

r^iix,  u) 

Posons 

(0                           «r. 

=  ?<(-ï^,  «), 

(.--)                      ?<•, 

=  'M-^,"); 

d'où,  par  suite  aussi, 

(-■:$)                                           yx, 

=  o,(j,  0> 

(A) 

ou, 

=  -^ii(y,  ^)> 

a,  [i,  y,  0  ^  facteurs  de  proportionnalité. 
Eliminons  respectivement  : 
7.  et  itj  entre  les  trois  équations  (i)  et  7  w,y,=  o: 

Y  et  c,  entre  les  trois  équations  (3)  et  ^  (•,_)',  =  o. 

Soient/j(  j;,  _yj  et  q{x,  y)  =^  o  les  résultats  des  deux  éliminations. 
(3n  obtient  ainsi  une  double  primordiale  puncto-ponctuelle,  et,  comme 
.?  est  crémonienne  par  hypothèse  et  non  crémonique,  il  faut  (7  )  (pie 
les  deux  courbes 
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aieiil  une  partie  commune.  La  conique  p  =  o  ne  peut  se  décomposer, 
pour  X  quelcon(iue,  en  un  couple  de  droites  (8);  donc 

q{x,y)  =pix,y)7i{x,y); 

chassant  les  dénominateurs  de  t:,  il  vient,  -  n'ayant  plus  la  même  signi- 
fication, 

l).[x)q{x,  y)^p{x,y}iz{  x,  y); 

r?i  étant  un  entier  >  2,  et  ix.  n'ayant  aucun  facteur  commun  avec  les  coef- 
licients  des  puissances  et  produits  des  y^  dans  u.  Donc  [j.  divise  p,  et 
/«54-  ^^'1  "G  peut  ainsi  faire  que  les  hypothèses  m  ^  ^,  3,  2. 

m  :=  4-  —  P  ^^K-^Jw/'i  pour  X  quelconque,  y  ne  serait  pas  quel- 
conque dans  le  jilan,  mais  situé  sur  la  conique  \y)  =  o.  résultat  ab- 
surde. 

m  =  3.  —  p  =  \x)  \x,  y).  La  primordiale 

(x,  y)  =  o 

contiendrait  ,r,  à  la  première  dimension,  le  réseau  IV  se  composerait 
de  droites,  résultat  absurde  (8). 

m  =^  1.  —  yv-CjJV  =  V/j/x*'» J^/)  <^"  désignant  par  /  le  quotient 
de  p>  par  [/.. 

Kn  résumé,  on  a 

Ainsi,  c'est  y  ^  o  qui  est  la  véritable  et  unique  primordiale  punclo- 
ponctuelle  de  s  ou  s~\ 

On  peut  raisonner  mutatis  mutandis  sur  une  autre  primordiale  que 
la  puncto-ponctuelle,  et  il  vient  par  conséquent  : 

Lemme  L  —  Une  primordiale  quelconque  d'une  crènioniennc 
contient  chacune  de  ses  deux  séi'ies  de  coordonnées  à  la  dimension 
deux. 


2o8  AUTOMNE. 

Lemme  II.  —  Les  divers  réseaux  d'une  crémonienne  {ponctuel  ou 
linéaire)  sont  des  réseaux  de  coniques. 

24.  Théorème.  —  //  existe  une  conique  {critique  de  la  crémo- 
nienne s)  A  telle  que  si  x  est  sur  A,  la  conique  correspondante 

du  réseau  R*,~'  est  une  droite  double. 
Considérons  les  primordiales 

/(^>7)  =  o         et         f(j;,  r)  =  o. 

Si  Ton  considère  x  comme  fixe,  y  :=  o  et  F  ^  o  représentent  la  même 
conique  respectivement  en  coordonnées-points  y,  et  coordonnées- 
lignes  Vi  (6). 

Posons 


/(i7)=i;2/'/.^/. 


(i,j  =  \,  2,  3). 


.X,  V  I  ^  o. 


La  conique  F\x,  ty  =  o  doit  coïncider  avec  celle  dont  l'équation  est 

X,,         X,2         X,3         r, 

X.,    X,,    x,3    p. 

^13         ^23         ^*-3  3         ''s 
P,  V.,  V.J  o 

(<ela  exige  l'identité,  A  (x jetant  une  forme  ternaire  quadratique, 
[x,  p)  =  A(a;)F(x-,  t').     ' 
■Alo;)  divise  tous  les  coefficients  de  la  conique  \x,  v)  =  o,  c'est-à-dire 
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tous  les  mineurs  du  déterminant 


Xh       X,,       X,3 

X„    X,,    x„ 

-^{3         ^^2  3         -»-3  3 


de  la  conique 


f{x,  y)  =0. 


SiA(x)  =  o,  tous  ces  mineurs  sont  nuls,  ety(a7,  _y)  =  o  est  une 
droite  double.  c.  q.   f.   d. 

On  verrait  de  même  qu'il  existe  une  critique  %  telle  que  si  x  est 
sur  %,  la  conique  F(x,  p)  =  o  se  réduit  à  un  point  double.  Le  déter- 
minant de  la  conique /(^,  y)  =  o  est  A-^  à  un  coefficient  constant 
près;  le  déterminant  de  la  conique  F(^,  p)  =  o  est,  à  un  coefficient 
constant  près,  A^-. 

A  et  21  sont  deux  critiques  de  s\  ce  sont  deux  coniques  pour  les 
2:)oints  desquelles  la  conique  du  réseau  R^^'  se  réduit  à  un  point  ou  à 
une  droite  double  : 

Droite  double  pour  un  point  de  A; 

Point  double  pour  un  point  de  %. 

Réciproquement,  *~'  a  aussi  deux  critiques  B  et  B  telles  que  la 
conique  du  réseau  R^  se  réduit  : 

A  une  droite  double  pour  un  point  de  B; 

A  un  point  double  pour  un  point  de  |J. 

On  peut  remarquer,  d'ailleurs,  que  le  déterminant  de  la  conique 

f\x,  y)  =^  o    est   A-^  à   une   constante  près;    celui  de  la   conique 
J'\x^  y)^  o  est  B-|^,  à  une  constante  près. 

25.  Appelons  réductible  toute  crémonienne  qui  est  identique  à  un 
produit  de  crémoniques.  Nous  allons  démontrer  que  toute  crémonienne 
est  réductible. 

Lemme.  —  Les  trois  coniques  -~'  -^  =  o  ont,  avec  J\^^  y )  =^  o , 
trois  points  communs  situés  sur  la  critique  B  de  .s  '. 


Appliquons,  pour  déterminer  les  fonctions  cp,- et  4^,  qni  détermincnU-, 
le  procédé  indiqué  plus  haut  (10).  Éliminons  /,  entre  les  trois  équa- 
tions 

le  résultat 

\W,  X,  u)  =  o 

de   l'élimination  représente  en  coordonnées-lignes  vv,  le  produit  des 
quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques 

f  =  o  et  y  f/a:,^^  =:  o. 

Un  de  ces  quatre  points  est  j;  soient  y' ■,}"",  y"  les  trois  autres. 
1^'équation  du  point  j  est 

donc 

(w,  X,  u)  =  [w,  x)  ^  Wi(^,[x,  u), 

cl  le  produit  des  trois  points/',  y",  y'"  est  représenté  par  réquation 

\i>v,  x)  =  o. 

Les  trois  points  y',  y",  y'"  ne  dépendent  donc  pas  de  «,  ou,  ce  ijui 
revienl  au  même,  de  dxj,  et  se  trouvent  sur  chacune  des  coniques 

\/d  première  partie  du  lernme  est  démontrée, 
l'osons 
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il  vient 

donc  le  point  y'*'(/',y'  ouy'" )  se  trouve  sur  la  courbe  (24) 

Y  =  B=G')b(7)  =  o, 

dont  Téquation  est  obtenue  par  l'annulation  du  déterminant  Y  des  Y,y. 
Si  y'''  est  sur  B,  le  lemine  est  démontré.  Si  y'*'  est  sur  îî,  des  trois 
équations  (o)  on  tire,  puisque  les  mineurs  de  Y  ne  sont  pas  tous  nuls 
pour  un  point  y'*'  non  situé  sur  B, 

(o')  ix,=  My"'% 

(X  =  facteur  de  proportionnalité). 

Puisque,  par  hypothèse,  j^'*'  coïncide  avec  l'un  des  oc  points  de  B, 
X  coïncide  avec  l'un  des  oo  points  de  la  courbe  A(x)  =  o,  obtenue 

en  éliminant  X  et  j^f' entre  les  trois  équations  (o')  et  |î(y'*'j^o. 
Mais  X  est  l'un  quelconque  des  co-  points  du  plan  :  donc  y'^'  est  en  gé- 
néral sur  B,  et  ne  vient  sur  B  que  pour  des  positions  particulières 

de  X.  C.    Q.    F.     D. 

26.  Remarque.  —  Il  est  évident  que  toutes  les  crémoniennes  équi- 
valentes (12)  entre  elles  sont  ou  ne  sont  pas  réductibles  en  même 
lenqis;  cjue  s  et  s~'  sont  ou  ne  sont  pas  réductibles  en  même  temps. 

Théorème.  —  Si  l'un  au  moins  des  quatre  réseaux  R^^,  R,,  R^^', 
R^  '  est  un  système  de  coniques  à  trois  points  {ou  tangentes^  fixes, 
s  est  réductible. 

Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  un  système  à  trois  points 
fixes,  puisque  l'on  peut,  sans  altérer  l'équivalence  et  la  réductibilité, 
multiplier  s  par  une  dualistique  et  changer  ainsi  un  système  à  trois 
tangentes  fixes  en  un  système  à  trois  points  fixes. 

Supposons,  par  exemple,  toutes  les  oc^  coniques  de  R^^  se  coupant  cri 


trois  points  fixes;  prenons  ces  trois  points  pour  les  trois  points  fonda- 
niontaux  d'une  substitution  quadratique  Cremona  c;-'  ;  le  réseau  (U) 

R;  =  a-[R;] 

est  un  réseau  de  droites,  puisque  la  substitution  (t~'  transforme  en 
droite  toute  conique  qui  passe  par  ses  trois  points  fondamentaux,  et  ^o- 
est  une  crémonique  ct'  (8),  et 

■s  =  g'iJ^'  .  C.     Q.     F.     1). 

27.  Nous  pouvons  faire,  sur  les  critiques  A,  13,  3i,  fB,  trois  liypo- 
llièses  différentes  que  nous  allons  successivement  examiner  et  faire  voir 
(jue  s  est  réductible  dans  chacune  des  trois  : 

Une  au  moins  des  quatre  critiques  est  une  droite  double  ; 

Une  au  moins  des  quatre  critiques  est  un  couple  de  droites; 

IjCS  quatre  critiques  sont  indécomposables. 

Pour  Texamen  des  deux  premières  hypotlièses,  il  nous  est  nécessaire 
de  connaître  comment  se  comporte  une  conique  de  Tun  des  quatre 
réseaux  de  s  par  rapport  à  une  branche  droite  d'une  critique  décom- 
posable. 

Soit,  par  exemple,  R'^  et  la  branche  droite  JK3  =  o  de  la  critique  dé- 
composable  B. 

Si,  dans  l'équation  de  la  conique  du  réseau  W  , 


on  fait  _)'.(  =  o,  on  doit  avoir  (24),  pour  une  valeur  quelconque  dt 


c'est-à-dire  les  six  identités 

/;,, /)y=  fonction  de  j-,  etj'o.  Y/y  est  une  fouclion  quadratique  de  j-, 
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el^a;  si  Y,,  est  le  carré  d'une  forme  linéaire  en  y,  et  j^'o,  p^  est  évi- 
demment linéaire  en  y^  et  y.,,  et 

^ PiXi  =  \x,  y)  =  l.^y,  —  c,y..         (H,  linéaire  en  x,), 


c'est-à-dire  linéaire  ternaire  en  x^  et  linéaire  binaire  en  j^,  et  j  ,,.  Mais, 
si  Ton  a  posé 

il  reste,  en  faisant  j^^  =  o, 

X, ,7;  +  i\,,y,y..  +  \,,yl  =  {l,y,  -  ?. j,;-, 
/=73(2X3,7.  +  2X3,7,  +  X3373)  +  (H,7.  -  ^,.>-, )^ 

Donc,  la  conique  du  réseau  R^7  louche  la  brandie  droite  73  =  o 
de  la  critique  B  en  un  point  mobile  dont  les  coordonnées 

^        î=        o 
•so/ii  linéaires  en  x^. 

Supposons  maintenant  que  Tun  des  Y,-,  au  moins  ne  soit  pas  le  carré 
d'une  forme  linéaire  en  y  xi  y  21  mais  le  produit  \\j.  de  deux  facteurs 
linéaires  binaires  en^,,^',.  Alors,  comme  on  s'en  assure  aisément, 

\,y  =  aiaj'k[x         (a,,  (2^=  const.), 

7=73 1 2X3,7,  -h  2X3,7,  -t-  '^2^y■i  i  +  H^(y^  «<■*•:•]'; 

le  réseau  R^,~'  est  un  réseau  à  deux  points  fixes 

7.,  :=  A  =  0  et  73  =  UL  ^  o. 

En  résumé,  il  vient  : 

Lemme.  —  Toute  branche  droite  de  la  critique  A  (o«  B)  coupe 
une  conique  quelconque  du  réseau^^p  (ou  R^"')  en  àens.  points  fixes, 

/o«/7î.  rfe  ^/a</i.  (^' série),  tome  IV.  — Fasc.  II,  1888.  28 
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à  moins  cVélrc  taiiiienle  à  la  conique  en  un  point  mobile  dont  les 
cnordonnécs  sont  lin('aires  en  Yi  (ou  Xj). 

28.    Lu  |)r('iiiièro  liypdllic'se  (27)  mène  an  lennne  : 

LiîMME.  —  Si  l'une  au  moins  des  quatre  eritiques  est  une  droite 
double,  s  est  réductible . 

(Considérons,  par  exemple,  \i  =  y'-^  par  liyjjolhèse.  Les  trois  points 
y'*'  (25)  sont  sur  la  branche  droite  y^  =  o  de  B;  y*'  ne  peut  être  fixe, 
car  .y  serait  réductible  (26);  donc,  Tun  au  moins  des  trois  points  y'*' 
est  mobile  avec  Xf.  Mais  alors  (lemmc  du  27)  les  trois  points  y'*'  sont 
confondus  et  ont  leurs  coordonnées  linéaires  en  ,r,;  le  produit  des  trois 
points  j^'*'  est  ainsi,  en  coordonnées-lignes  w,, 

/.       .y 

\W,  Xj    =  o, 

résultat  absurde,  puisque  ce  produit  doit  avoir  pour  équation  (2o) 


Les  trois  points  j>^'*',  distincts  ou  non,  sont  donc  fixes,  et  s  est  un  produit 
de  deux  crémoniqucs  (26).  c.   q.   f.   u. 

2Î).  Lemme.  —  Aucun  des  quatre  i-éseaux  de  s  ou  s'  ne  peut  être 
un  réseau  de  coniques  à  deux  points  fixes  distincts  ou  deux  tan- 
gentes fixes  distinctes  sans  que  s  soit  réductible. 

Une  dualisti([uc  transforme  un  réseau  à  deux  tangentes  fixes  dis- 
tinctes en  un  réseau  à  deux  points  fixes  distincts,  tout  en  multipliant  s 
ce  qui  n'altère  ni  l'équivalence  ni  la  réductibilité.  11  suffit  donc  de  dé- 
montrer le  lemme  pour  le  cas  de  deux  points  fixes  distincts. 

Soit,  par  exemple,  le  réseau  R*"'  à  deux  points  fixes  distincts,  qu'on 
peut  supposer  en  to'  et  w"  (18)  en  multipliant,  au  besoin,  s  par  une  nio- 
nislique  convenable,  ce  qui  équivaut  à  un  changement  de  coordonnées. 
Alors 
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Parmi  les  mineurs,  tous  divisibles  par  A  (24).  du  délcrminanl  des 
X/^,  figurent 

-^12'        -^;>i'        -^:ii' 

et,  comme  A  n"esl  pas  une  droite  double  (2S), 

X,o  =  A3A,  X.,^  =  a|A,  X3,  =  aoA         (a,  =  consl.), 

/=  ^^:>}i  +  2 A («,7,7,  +  a.,y.,y,  -h  a,y,y^). 

Le  réseau  R^  est  un  réseau  à  quatre  points  fixes 
Xj  3  =  A  ^  o  ; 

donc  s,  si  elle  existe,  est  réductible  (26).  c.  q.  f.  u. 

Le  lemme  nous  permet  d'examiner  la  deuxième  hypothèse  (27);  et 
supposons,  par  exemple,  que  B  se  décompose  en  les  deux  droites 
Q(y-2  =  o)  et  û"(j'3  =  o).  Je  dis  que  ce  cas  s  est  réductible. 

Considérons  une  conique  quelconque  /(x,  y)  ^  o  du  réseau  R,*,  '  ; 
comme  il  faut  qu'un  au  moins  des  trois  points  7'*' (2o)  soil  mobile 
(26),  nous  ne  pouvons  plus  faire  que  les  hypothèses  suivantes  (27) 
sur  les  rapports  de  /"  =  o  avec  les  deux  branches  Q  et  Q"  de  B .: 

Ù  et  0"  touchent  chacune  /en  un  point  mobile,  et  sont  deux  lan- 
ge nies  Jixes  distincles  des  coniques  deR^~',  ce  qui  est  impossible  par 
hypothèse  (lemme  précédent). 

il  touchey  =  o  en  ««point  fixe  w  (ne  pouvant  coupery=  o  eu  deux 
points  fixes  distincts),  et  0"  touche  /==  o  en  un  point  mobile;  alors, 

/=  2X,37,,73  +  X,,j;+  2X,,j,_>%4-X2,7^. 

Le  déterminant  des  X,y  est  X'i^X,,  ;  parmi  les  mineurs  de  ce  détermi- 
nant figure  Xijj  ;  A  divise  X^,  el  ne  peut  être  une  droite  double  (28); 
donc,  à  des  coefficients  constants  près, 

X,3  =  A. 

et,  par  suite, 

puisque  le  déterminant  des  X,y  est  X^^X,,,  et  doit  être  A- 51  (2i). 
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0  est  une  branche  de  la  critique  B;  donc,  pour  7.  =  o,  /(x,  7)  =  o 
se  réduit  à  une  droite  double. 
Or,  pour  )'o  =  o, 

puisciue 

Ainsi,  3i  est  une  droite  double,  ce  qui  est  contre  riiypolhèso. 
En  résumé,  il  vient,  en  tenant  compte  du  lemme  (28),  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Si  l'une  au  moins  des  quatre  critiques  A,  51.  B,  |3 
est  décomposahle,  s  est  un  pi-oduit  de  deux  crémoniqiies. 

Cela  est  évident,  puisque  nos  raisonnements  établissent  que  l'un  au 
moins  des  quatre  réseaux  est  un  réseau  à  trois  points  fixes  ou  à  trois 
tangentes  fixes,  ce  qui  démontre  l'énoncé  (26). 

30.  Examinons  enfin  la  troisième  hypothèse  (27),  qui  suppose  les 
quatre  critiques  indécomposables. 

Théorème.  —  Chacune  des  coniques  de  R^"  (ou  W^,)  a,  avec  B 
(ou  A),  deux  éléments,  dont  un  fixe,  adhérents  romniuns. 

Soient  )^/,  =  ''"^A^)  (^  =  facteur  de  proportionnalité)  les  expressions- 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque  _/  de  B(  jj  =  o,  X,  désignant 
une  forme  quadratique  binaire  en  /,  et  /...  Alors,  si  dans  la  primor- 
diale 

on  remplace/,  par  A,(/),  on  doit  avoir 


en  vertu  d'une  proposition  connue  (24),  /),  désignant  une  certaine 
fonction  à  déterminer  du  paramètre  /,  *.  t.^. 
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De  ridcntité  (o)  on  tire  les  égalités 

Supposons  d'abord  que  Y(i\t)  (?'  =  i ,  2,  3)  soit  le  carré  d'une  forme 
quadratique  binaire  en  t,,  t^\  en  vertu  de  (o'),  cette  forme  est  p^\  p, 
est  donc  une  forme  quadratique  binaire  en  t^,  t^;  il  vient 


Les  paramètres  /,  :  /,  des  quatre  points  où  B  est  coupée  respeclive- 

df{x    y) 
ment  par  /(£,  y)  =  o  et         ~'  -^    =0  sont  les  racines  de  l'équation 

biquadratique  en  tf'.t^, 

(o")  i^Pi^i)   =0  O"  Pi^PiXi  =  0 

respectivement. 

Les  trois  points^'*'  se  trouvent  à  la  fois  (25)  sur  B  =  o,  /(a;,  y)  =  o 

Ô  fi «3^     V )  1  »  •  '  •  •  - 

et    •.  '  •     =  o;  les  quatre  équations  (o")  ont,  par  suite,  trois  racines 

communes,  lesquelles  ne  peuvent  évidemment  être  que  les  deux  ra- 
cines de 

et  une  racine  commune  aux  trois  équations 

Pi^o. 
On  a  donc 

p^=pv)qiv)^ 


2l8  VUTONNE. 

Les  ('qualions  (o'")  et  (o'"  bis)  indiquenl  simplement  que  les  points  y' 
et  y"  sont  confondus  au  point  fixe,  dont  le  paramètre  /,  :  /j  est  donné  par 

pii)  =  o; 

le  point  y'"  est  mobile  avec  x  sur  la  courbe  B,  puisque  son  para- 
mètre tf  :  <2  est  donne  par  l'équation 

2x.<7/(,/)  =  o. 

D'ailleurs  (o")  montre  aussi  que  B  est  toucbée  pai'./ (£,  J')  =  o  au 
point  y.  Les  deux  éléments  formés  par  j''  ety"'et  les  tangentes  en  B 
à  ces  points  adhèrent  donc  à  la  fois  à  B  et  à/(x,  y)  =  o. 

c.    F.    Q.    i>. 

Supposons  maintenant  qu'une  au  moins  des  formes  biquadraticpies 

Yii\t)  en  t,,  t.,,  Y33  par  exemple,  ne  soit  pas  carré  parfait. 

Une  discussion  d'Algèbre  élémentaire  montre  que,  en  vertu  des  éga- 
lités (o'),  tout  facteur  linéaire  binaire  en  /,,  l.,,  affecté  dans  Y33  d'un 

exposant  impair,  divise  toutes  les  formes  Y,^  (/);  soit  a.ce  facteur,  la 
conique  /(.r,jK)  =  o  coupe  évidemment  B  en  un  point //.«-,  dont  la 
position  sur  B  est  donnée  par  la  racine  /,  :  /^  de  l'équation  a  =  o. 

Cela  posé,  si  Y^^\f)  n'est  pas  carré  parfait,  ^33  sera  de  l'une  des 
formes  suivantes  (a,  p,  y,  0  =  facteurs  linéaires  en  /,  :  t.,). 

Dans  tous  les  cas,  Y33  a  au  moins  deux  facteurs  affectés  d'exposants 
impairs,  le  réseau  Rp  serait  donc  à  deux  points  fixes  distincts  (29),  ce 
qui  est  absurde,  puisque  l'une  au  moins  des  quatre  critiques  serait  une 
droite  double.  Il  est  absurde  de  supposer,  d'ailleurs,  que  le  réseau  R^ 
est  à  quatre  points  fixes,  car  alors,  pour  y  donné  quelconque  dans  le 
plan,  le  point  s~'  [y]  =  o,  intersection  (10)  des  coniques 

serait  fixe. 
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Yii\t)  est  donc  forcement  carré  parfait,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

On  démontrerait,  par  le  même  raisonnement,  que /(.r,  jk)  =  f>  se 
comporte,  par  rapport  à  A,  comme  /(£,  y)  =  o  par  rapport  à  B. 

31.   Nous  pouvons  toujours  supposer 

A  =  x'^-  x._x„  B=y;—y.,y,, 

(ci),  Q)  (18)  Vêlement  fixe  adhérant  à  la  fois  à 

A  =  o         et         /Çx,y)  =  o 
ou  à 

B  =  o  et         /(x,y)=^o 

respectivement.  Si,  en  cfTet,  A  et  B  et  Télément  en  cjuestion  occupaient 
une  autre  position  dans  le  pian,  il  suffirait,  pour  amener  les  deux  cri- 
tiques et  Télément  à  la  position  voulue,  d'efTectuer  sur  Xi  et  y,  des  col- 
linéations  convenables  ;  or  cela  revient  à  multiplier  devant  et  derrière  -s 
par  des  monistiqucs  convenables,  et  n'altère  ni  l'équivalence,  ni  la  ré- 
ductibilité. 

Cela  posé,  puisque/(  .r,  y)  =  o  touche  en  a)(j/,  =>'2  =  o)  la  droite 
ii(y.2  =  o),  il  vient 

/=  2X,37„  j,  +  X"  J'  +  2X,._y,y,  +  X,,j=, 

ou,  ce  qui  n'est  ni  plus  ni  moins  général, 

/=  2X„  B  +  X;  ,7;  +  2X,,y,y,  +-X„7]. 

On  voit  aisément  que  A  devant  diviser  tous  les  mineurs  du  détermi- 
nant des  Xjj  et  étant  indécomposable  ne  peut  être  que  2X0,,  et  il  vient 

/=  AB  -^  Xh7'  +  2X,,y,y2^X,,yl. 
Posons 

P(a?,7)  =  X,,7;+--  •=  Y,,x;-f-  2Y,,x,a;., -h.... 


P(,x-,  j')  =  o  représente  deux  fois  la  droite  menée  de  co  au  point  de 
contact  de/(,r,j')  =  o  avec  B;  P(^x,  y^  =  o  représente  aussi  deux 
fois  la  courbe  de  contact  A  avec  /[oc,y^  =  o  (30);  cette  corde  de 
contact  passe  par  w,  quel  que  soit  j^,  et  x^  manque  dans  P. 

Ainsi,  P(x,,x.,\y, ,  y.,)  doit  être  à  la  fois  le  carré  d'une  forme  linéaire 
en  X, ,  X.,  et  le  carré  d'une  forme  linéaire  en  y, ,  y.,  ;  donc 

P  ={x,  yf  =  \yo(a,^x,  -h  a,.,x.,)  —  (a.,^x,  +  «22 ^'a)/-  P- 
Cela  étant,  je  considère  le  réseau 

p  étant  la  canonique  connue  (21). 

La  conique  générale  de  ce  réseau  sera,  après  départ  du  facteur  x',, 

p[/]  =X2X,B-h\y.,(a,,x,+...)~y,(a.,,x,-i-...)\-. 

On  vérifie  aisément  que  la  critique  A  de  sp  est  x^x^  =  0,  couples  de 
droites;  sp  =  aa'  (théorème  du  n°  29),  u,  &  =  crémoniques,  et 

donc  : 

Théorème  I.  —  5/  les  quatre  ci-itiques  sont  indécomposables,  s  est 
un  produit  de  trois  cî-émoniques. 

Réunissant  ce  théorème  à  celui  du  29,  il  vient  : 

Théorème  II.  —  Toute  crénionienne  est  un  produit  de  deux  ou  de 
trois  crémoniques. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer  des  crémoniennes  à  deux  et 
à  trois  composantes  crémoniques. 

Nota.  —  La  primordiale  puncto-ponctuclle  n'est  autre  que  l'a;^;/a//o 
directrix  de  Pliicker  (CLEBSCH-LI^'DEMANN,  Leçons  su/-  la  Géométrie, 
traduction  Benoist,  t.  III,  p.  406). 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

CRÉMOMENNES  A  DEUX  COMPOSANTES  CRÉMOMQUES  ;  ÉLÉMENTS, 
CONNEXES,  FACTEURS  FONDAMENTAUX. 

52.  Parmi  diverses  créinoniennes  équivalentes,  nous  ne  ronslrui- 
rons,  comme  plus  haut  (16),  qu'une  seule  à  expression  particulirre- 
ment  siuiple,  qui  sera  la  canonique. 

Toute  crémonique  est  de  la  forme  (22)  a^S,  où  7  =  '£•  r^  "n  P  •  '■>■  '''  ? 
sont  des  linéaires  nionistiqucs  ou  dualistiques;  le  proflnil  de  deux  cré- 
moniques  sera  équivalent  à  une  des  neuf  substitutions 

\    CmX      Çmx^      vw,'    1 
(o)  rrrm»      cj/^ct     ûj/«p    ■. 

'    s  m 'C      z  m  tô       ;  m  z    ' 
ni  =  linéaire  quelconque. 

Lemme  I.  —  Aucune  des  substitutions  du  tableau  (  o  )  ne  peut  rire 
une  crémonicnne  quadratiqui-,  si  />/  est  monistique. 

Cela  est  évident,  car  le  protluit  di'  deux  substitutions  (li'ciiioiia  csl 
une  substitution  Cremona  et  non  une  crémonicnne. 

Lemme  II.  —  Aucune  des  substitutions  du  tableau  (  o  )  ne  petit  être 
ei-énionientie  quadratique ,  si  elle  contient,  la.  composante  Z. 

Il  suffit  de  démontrer  le  lemme  pour  ÇmÇ.  mm'C^  pmt,  cnr('Ç/n'Ç)-' , 
(cî«w)~',  (c«v)~'  sont  respectivement  de  la  forme  ÇmÇ,  ï,nim,'Cniz 
et  que  l'inverse  d'une  crémonienne  doit  être  une  crémonicnne  (  25  ). 

Appelons,  pour  abrée^cr,  a  l'une  qnelconcpie  des  crénioniques  ini. 
ûjni.  zni.  Puisqui'  m  est  flualisticjue.  on  a 

/    1         2  \ 

«,      '\'i\X,  uj 
Joiirn.  de  Afat/t.  ( ','  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,  iS8S.  2r) 


0=  V/.,o,(,/)  =  o, 
/>,  =  coiisl.  arlMlrairc. 

Pour  (|iu'  la  rréiuoiiiennc  t'C  soil  ([iiadrati(juo,  Il  faul  ([u'il  se  sé- 
ivd,- 


un  facteur  II  \x)  crordrc  deux  un  .r,.  II  ne  pciil  èlrc  que  le  carré  diiii 
îacLeur  fondamenlal  de  '(  ou  le  jirnduil  de  deux  fadeurs  foudanieu- 
laiix  ('  19). 

Il  suffira  d'examiner  les  cas  x'I  =  II  et  II  :=  x,x^,  par  exenij)le. 

Si  n  =  x'^,  le  connexe  cp(?/)^  o  doit  contenir  les  oo  éléments  adhé- 
rents au  point  w( *-,  =  x.,  =  o);  l'équation  de  ces  ce  éléments  en  coor- 
domiées-ligues  f/,- est  u.^=:o]  ainsi  o(ii)  est  divisible  par  a.^,  pour  A', 
({uelconque;  Oi(ii)  est  aussi  divisible  par //.,  et  t  est  linéaire  dualis- 
lique;  alors  'sC,  est  crémonique,  ce  qui  est  contre  riiypollièse. 

(  )n  discuterait  de  ni(hne  le  cas  H  =:  .r,  x.^. 

IvEMME  III.  —  Pour  qu  une  substitution  du  tableau  (n)^  dépour- 
vue de  la  composante  "C,  soit  cvémonle une  quadratique,  il  faut  qui' 
la  dualislique  m  ne  déplace  pas  Vêlement  focal  (  w,  O)  et  soit  par 
conséquent  de  la  forme 


x\  m ,  u,  -+-  m  ,., //j 

a-j  m  :,,'/(  +  '»  :l  '/ J  -i-  '"  .1  3  '/.i 

U,  "f]'  -'i  -r-  //^.  W.j,.'^ 

U.2     m.^m^.■^x^  -h(m^/n.f.,  —  ni,y/>i.j,  )X2-h  mZ' x^ 
u.,  m^fv.. 

tléti'rmiuant  —  itiim.^m^  de  /n,  étant  Funilé,  d'où 

///,  m^m.^  =  —  I . 
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2  2'3 


(Conservons  les  nolalionspr(''C(''rl('nlos  ;  appelons  encore  i  lune  (ju( 
conque  des  deux  créinoniques  trrw.  ou  p///. 


l'i     ■j',''",  "' 


Lemme  auxiliaire.  —  Soit  o  (  //)  =  o  réqualioii  cV une  cuiiiquc  en 
roordonnccs-l ignés  Ui;  pour  qu'il  .se  sépare  respectivement  de 
mfcpf?/)]  le  facteur  x]  et  de  ç.\o(u)\  le  facteur  .ri,  il  faut  et  il 
su  //il  que  1(1  conique  adhère  à  Vélénwnt  focal. 

L<'  connexe  ç;(  ?/):=  o  d'abord  doit  conlenir  réléineul  focal  (20ei 
21);  donc 

cp  =  u,,{a^u^-^  «.,  ;/.,  )  -t-  Q  (  ?/ 1 ,  ^/.|  ), 

Q  z:=  forme  quadrali([ue  liinaire. 
Alors 

rrî|  o  I  ^  —  .c,xlu.,  {a,r,  -+-  03. r,  u.,  )  -+-  -r'^iii  /-,,  ./■,  u ,  ), 
?l  ?  J  =      .f.p[wo ](  a,  r.,  -+-  a^-v^u.^)  -t-  .r-f)(  /■.,  ./;w/.,  ). 

(Comme  p[«j  ]=  x\u.^  —  xiu.,  n'est  [)as  divisible  [)ar  .t\,,  il  faul  avcjir 
a,  =  o  et  cela  suffi!  ;  alors 

o  =  «3.7%X3  +  Q(//| ,  "2  )  =  o 

et  adhère  à  rélémcnt  focal. 

(Jela  posé,  pour  que  ctcî  ou  ap  soit  crémonicnne,  il  faut  ([uil  se  s(''par(; 
de  ct|9(  u)\  et  de  p[cp(z/)]  uo  facteur  quadratique  II  en  .i',;  on  a  posé 
d'ailleurs 

/iy=const.  arbitraire. 

Le  facteur  H  ne  peut  être  que  x'.  si  Ton  considère  Tp  et  qm;  :r]  on 
>r,a;.,  si  l'on  considère  (tcï. 


Si  II  esl  x'^  ou  xt,  le  Iciiiino auxiliaire  prouve  que  la  couiqui-  ç.(  » )  =:  o 
adlirrc  à  réh'uienl  local.  D'ailleurs  la  couique  o{ii  )  est,  pour  cr  =  cî/». 


poui 


/;;  [  11, .'-',  X..  -T-  Ixo-^'i'  ~^  1^3  "''i'^'j  |, 
'  [  R,  X,  X.,  -r-  RoX'",  -t-  R3  (x"^  —  X.,  X'3  ] , 


cl  niulhére  (juà  uu  seul  élément  li.\e(indépendaMl  des  /./),  à  léléuieul 
///-'|(  co,  Q)|.  Donc 

(co,  L')=  w[(oj,  r.>)|. 

Si  II  est  'if.,  le  connexe  Ç/(«)=()  doit  contenir  les  a;  élénienls 
adhérents  à  w';  ç>(i/)  et  o,(«)  seraient  divisibles  par  ?/,?  ^  serait  uni' 
linéaire  ckialistiquc  et  o-cï  une  crémonirjue. 

Soit  maintenant 

Xi     V  niijiij 

i 

i 

[Xij  étant  I  élémejit  du  système  adjoint  du  système  des  /»,^,  le  détermi- 
nant de  ces  dernières  élanL  l'unité  [i'o/V-  mon  Mémoire  Sur  les  suh.sti- 
lulions  linéaires  de  contact  (Journal  de  Mathématiques,  1887)!. 
Puisque  m  ne  déplace  pas  l'élément  focal,  la  droite  ///[co]  coïncide 
avec  0  et  le  point /«[Q]  avec  w;  cela  exige  ///|o  =  Wji  = '"22  =  "■ 
ni  prend  la  forme  indiquée  dans  Ténoncé.  c.  y.  f.  p. 

55.    La  dualistiqne  m  a  pour  primordiale  punclo-ponctuelle 


-h  ni^^\r.,y3  -)-  ax.,y-2  -+-  //i^Wj, ./,)-,  -t-  /n.^m,jX,y-2  =  <>; 
a  =  7»,  W33  —  nii^m.^,,  m,  ni.^in.^  -f-  i  =  o. 

Pour  a\oir  la  primordiale  punclo-ponctuelle  de  a  '//?!B,  a  et  ^  étani 
des  linéaires  cjuelconcjues,  il  suftll  évidemment  (il  )  dcffectner  dans 
M-  — -  o  la  linéaire  ^  sur  les  x,  et  la  linéaire  a  sur  Ics^',. 
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On  vérifie  aisément  que  la  monistiijuc 


ar,     a  x,  +  ax^ 


est  échangeable  à  nT('an7  =  nja)  pour  a'  et  a  qiielcon(|iies,  et  (|uc  la 
monistique 


Of.X,  -\-  20i  X., 


X3     icf.y.  .<•,  -4-  2  y.  -x.,  -\-  a-.r, 


est  échangeable  à  p(ap  =  pa)  pour  des  valeurs  quelconques  de  a  et  a'. 
Soient  a,  b,  . . .  des  monistiques  de  la  forme  cr;  soient  a,  ^.  ...  des 
monisliques  de  la  forme  a;  la  suljstitution 

ap7«p^  =  pocm^p  est  équivalente  à  prnp, 

y.omxsa  ^=  zy.inam                   »  pmvô, 

axTiinzy.  ^  x^amoip                   n  mnip, 

a—jinûib  =^  usamhm                   »  nj/ziro, 

et  nous  pourrons,  pour  la  recherche  de  la  forme  canonicpie,  eUeelucr 
dansM(j'-, /)  des  monistiques  convenables  de  façon  à  sim|)lilicr 
l'expression  de  m. 

34.  Théorème.  —    Une  crémonienne  de  la.  forme  miii^  a  pour 
forme  canonique  raEw,  où  E  désigne  la  dualistiquc  .suivante: 


x^ 


u< 


x^      Un  —  eUj 
u,  —  •'f  I 

M,  X., 
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La  primordiale  punclo-ponctuelle  de  E  est 

©  =  -  x,y,  +  ex.y.,  -)-  x.,y^  +  x^y... 

Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  peut  re- 
produire M(x,  y)  (ô5),  en  effectuant  dans  (£,  sur  X;  et/,-  des  monisti- 
(jiies  convenables  de  la  forme  a  (33). 

Effectuons  sur  Xj  la  monistique  a;  sur  j'',  la  monistique  />;  (£  de- 
vient 

-  x,y,  -f-  ex.,y.,  -h  x.,(b'y,  -+-  hy^)-h y._(^'x,  +  ax,) 

=  —  x^y,  -h  ex.,y.2  +  b'x.^y^  -h  a'x,y.,  -+-  bx.,y^  -f-  ax^y^. 
Poiu-  idenlifier  avec  M,  il  suffit  de  poser 

(>  =  —  /// 1  [jL,  b'  =  —  m ,  ni 2 m ., , ,  a'  =  —  «2 ,  /«^ riiy^, 


il  vient  ensuite 


gtE 


.r, 

11.2 


—    «,  i/3 

u,{ii,-  ei/,) 

U,  (-20X^11^—  /■,) 

ull^CX.-,  -h  X^) 
—  U',X„ 


{{ll'ecliions  maintenant  dans  mVu  la  subslilution  cr;  il  vient,  eu  éi^ard 
à  la  forme  de  ct(20)  et  après  suppression  du  facteur  x'^  dans  les  ç,-  et 
du  facteur  x\  dans  les  '|,,  la  forme  canonique  pour  les  crémonicnnes, 
telles  (juc  xTiniTTS 


niEcî 


—  U:,(x'-ii..  -^  ex'-tf.f) 
/•,  (  'leXf  i/j  —  x.^u,  ) 

—  '''. 


—  { rarEcï)"'. 
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5o.  Théorème.  —  Si  E  désigne  la  même  duaUsliqitc  ([lu-  ilaiis  Ir 
théorème  pràcédcnt,  la  foi- me  canonique  des  créinonieiiiies  ziitm 
est  pErar. 

Il  sulTit  (11'  dcinontrer  encore   qu'en  cirecLuant  dans  (£  une  inonis- 
lique  j3  sur  les  /,  cl  a  sur  les  Xi  on  reproduit  M. 
Effectuons  ces  monistiques;  C  devient 


-(Pji  +  2[i'j,).r,  ^  ex.,y.,  +  .x-,(2|3!3'j,  +  2p'^j,  +  'f'y,  ) 
-■h y.,(a'.r,  -+-  ax^) 

Pour  identifier  avec  M,  posons,  k  étant  un  facteur  de  proporlinmi;; 


lite 


-^  =  A-m7', 


3'  =  A-m;'. 


2p  -  =  /i  l;., 


Ces  six  équations  déterminent  les  six  constantes  f/,  a',  p,  ^',  c,  A 
ces  dernières  sont  assujetties  simplement  hka[i^  o,  qui  a  loujour: 
lieu  en  vertu  de  m^m^m^  +  1  =  0. 

Cela  posé,  effectuons  le  produit  pE;  il  vient 


X.^  u\  —  W.,  (  //.,  —  C'Wj) 

i/|  «.,  (2.i\W|  -r-  .'■,  u^) 

u.,  u]x.,  —  ii\{ex\  +  x^) 
«3  uix.. 


Effectuons  maintenant  pEcj;  il  vienl,  après  dépari  du  facleui'  x\  dans 


2  28 


AVTO>">E. 


les  o,  l'I  fin  l'acteur  x]  dans  les  '|,-, 


pEcT  = 


X,  —  .r,  it^r, 

X.2  x-^  i/l 

Xj  r''^  -+-  M.,  (x't  u.,-h  cx'^  a 3  ) 

It,  X\  //s  (.fo //^ -I-   2/-,) 

U.,  r'^  —  l/l(ex'^  -r-  X.jX^) 


Nous  avons  construit  ainsi  la  forme  canonique  des  crémonicnnes 


5G.  TniioRKME.  —  La  fonno  canonique  des  crénioniennes  xrjnip  est 
cîEp. 

Toute  créuionienne  de  la  forme  ûjntz  ^^(pin~*  uy)~'  a  pour  inverse 
une  ei'émonienne  de  la  forme  pniuj.  ^fous  pouvons  prendre  pour  forme 
canonique  des  crémoniques  crmp  l'inverse  de  la  forme  canonique 
pKcT  des  crcmoniennes  pniuy.  Or  E~'  =  E,  comme  on  le  voit  par  la 
symétrie  de  (£:  la  forme  canonique  cherchée  pour  les  crémonieuiies 
—,ntp  est  ainsi  usTLp. 

I.a  crémonic[ue  nrEest  déjà  construite  (54);  il  vient  pour  la  fninie 
cationiqui',  après  départ  du  fadeur  x'i  dans  les  o,  et  x\  dans  les  '^,, 


./■;,      //;,  (x\  w.,  —  xl  u.,  —  ex:,  «3  ) 
u,  r.,{r,^2.ex,u,) 

u..,  ul(ext  -f-  x'-^  —  .'-nX.,  ) 


=  (pEtn)-' 


57.   TuKORÈME.  —    Toute  ciémonlcnne  de  lu  foinie  pni  z  a  pour 


II 


II- 
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forme  canonique  pHp,  où  II  désigne  la  (Iitalisllque 

X,  II, 

X.^        /ll/j 

X3       /lu., 
u,     Itx, 

U3         X., 

■Vous  pouvons  remarquer  que  toute  inoiiisticfue,  telle  (jue 

.r,  ax,  -+-  a'x.,  1 

x.^  X.,  ! 
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a  ^= 


est  telle  que  çta^  soit  une  linéaire  a„  de  la  niènie  tonne.  Alors,  si  h  tlé- 
signe  une  seconde  nionisti(jue  de  la  forme  a, 

p  bm  a  p  =  a^  p  ni  p  !>„ . 

La  primordiale  puncto-poncluelle  de  H  est 

Il  =  ftx,y,  +  .r,.j3  +  .r,/,,  =  o. 

Il  sullit  de  démontrer  qu'en  faisant  dans  cj  la  monislicpic  />  sui-  r,  et 
a  sur  ^,-,  on  reproduit  M,  pour  des  coel'iicienls  de  a  et  //  convenahie- 
uienl  choisis. 

Faisant  le  calcul,  (|'  devient 

h(  ax,  +  «'.fo  )(  /'/,  +  f'y-j) 

-t- •-'-'-(  ^':u/l  +  ^3-2}'i  +  ^'y-j)  -^  y -2  (a  3  1-''',  -+-  «:,  2  "'-':;  +  ''"••'■:,  )  =  O 


ou  encore 


liabx^w  H-  x.,y.,{lta'b'  ^-  A.,.  +  a,,.  )  H-  b-x.,y.,  -+-  «'.r,  r. 
-\-x.,y,(/ta'b  -)-  ^3,  )  -+-  .<•,)%(  Art//  -f-  c/., ,  )=  o. 

Journ.  rie    Math.   (.'|'  série),  tome  JV.   —  F^isc.    II,    i.SSS.  JO 
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Pour  iileiUifier  avec  M,  il  suffit,  k  désiguanl  un  facteur  de  propor- 
tionnalité, de  poser 

,        h  ah  =  Av;?7  ' ,  /'-  =  A'/»;  ' ,  a^  =  km~  ' , 

(o)  :  lia'b  4-  ^:,,  =  kni.m^,,         /lah'-ha.,,  =  krn.^m,.^, 

'  //a'  //  +  /),..-\-a,^  =  ktj.. 


Il  csL  évidemment  possible  toujours  de  satisfaire  au  système  des  si\ 
équations  (o)  à  l'aide  des  neuf  quantités  a,  b,  a',  b' ,  a.,,,  «;,.,  b.,,, 
/?,,2,  /.-,  dont  ])lusieurs  restent  arbitraires;  mais  h  est  bien  déterminé  et 
uni(pie,  eai' 

/;^,/;?.,  =  /i-  i/r. 


c.  I).  r.  n. 


<'cla  |)Osé,  on  trouve  successivement 


H 


pIIo=(pHp)-'  = 


X, 

In/,  ;/., 

x^ 

/ru; 

X, 

"\  ~  Ir  ii.,u^ 

M, 

—  /iti.J  h^.r,  ?/;,  H-  ■2.i;.,ii,) 

II., 

x-^if'l  —  /i^.r\i/l 

U, 

/i^x^ul 

X, 

hx^u,r.. 

X., 

Irx'iul 

■r. 

r't  —  /'■";,(  x]  «.,  —  .ri;  «j  ) 

". 

—    A.roî/3(2/-2-|-    //-./•,   ;/3  ) 

a.. 

r:-h'ul(x;-x,x,) 

"3 

li^K"l 

Après  avoir  ainsi  explicitement  construit  les  diverses  formes  cano- 
niques des  crémoniennes  à  deux  composantes  crémoniques,  nous  allons 
recherclier  les  éléments,  les  connexes  et  les  facteurs  fondamentaux. 
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38.   Construction  des  éléments  fondamentaux  de  ral^rar. 
lleportons-nous  à  l'expression  (34)  de 

ctEct  ^  '      . 

I  "(■     '-pi  I 

Les  éléments  fondamentaux  doivent  évidemment  être  ciierchés  sur 
le  connexe 

/-,  =  X.,  U.,  —  .f  3  Wj  =  o, 

lequel  contient  les  co  éléments  adhérents  à 

oj,     w',     cd",     0,     iï     ou     il", 

côtés  et  sommets  (  18j  du  triangle  des  coordonnées. 

On  vérifie  que  ç,=  '\ii^  o  pour  les  co  éléments  adhérents  à  co,  U, 
iï,  w'.  (Cherchons  les  autres  éléments  fondamentaux,  c'est-à-dire  ceux 
(jui  n'adhèrent  ni  à  un  côté,  ni  à  un  sommet  du  triangle  des  cooi'don- 
nées. 

Des  deux  équations  r,  =  ^  m,j;,=  o  résulte 

(o)  Ut  =  2X.,X-f,  u.,  =  —  X,X.f,  ^3^ — x,x.^, 

omettant  le  facteur  de  proportionnalité. 

Alors  elTectuant  le  renijilacement  dans  ^,  et  •];,,  il  vient 

Y* (  =^  0 o  ^=  O ,  G .[  ^^^  —  X , x,^\e x~  — {—  x.^x.^ j, 

'^,  =  'j;.i^(),  ']^„^  —  x,x.,(ex'',-h  x^x-j). 

Pour  que  l'élément  soit  fondamental,  x  doit  être  sur  la  coni(|iie 
ex'^  -i-  x.,x.j^  o;  alors  les  équations  (oj  donnent  après  suppression 
de  —  X, 

u,  =  nex^ ,  u.^  =  Xj,  u.^  =  x^ 

et  {.r,  u  )  adlière  à  ex'^  -+-  x.^x^  =^  o.  Ainsi  : 
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Théorème  I.  —  Les  élcnients  fondamenlaux  de  cîKnî  soiil  tous 
les  éléments  adhérents  à  w,  oj',  0,  Q'  ou  à  la  conique 

e.x;\  -+-  XnX^  =^  (). 

l'our  trouver  les  facteurs  fondamentaux,  nous  employons  une  mé- 
lliode  expcditivc.  Les  facteurs  fondamentaux  de  cïEct  sont  ceux  qui 
se  détachent  de  ptI'^cîJ  P(j:,  «)J,  P  ^  o  étant  un  connexe  irréductible 
(leninie  du  n"  19).  Or,  au  lieu  d'effectuer  cîEct  dans  P,  je  puis  elîec- 
hicr  successivement  ro,  E  et  cr;  il  vient  alors 

nT|P|  =  .r^eP', 
ErnfPl=<'<E|P'], 

Les  facteurs  fondamenlaux  doivent  donc  être  cherchés  parmi  les 
facteurs 


(  )ii  xérifie  sans  peine  que  la  substitution  nrlinî  transforme  les  ce-  éh'-- 
ments  du  connexe  a?,  =  o  en  les  co^  éléments  du  même  connexe;  au 
contraire,  wEnï  transforme  respectivement  les  ac^  éléments  du  connexe 

/-,  =  G,  en  rélément  focal  (to,  Q), 

// ,  ^  o,  en  les  ao  éléments  adhérents  à  co', 

.r,  =  o,  »  »  à  la  conifjue  ea;^ -)- rj./;,  =  o; 

fFoù,  tenant  conq)te  du  lemmc  de  19, 

TmioRÈME  11.  — Les  facteurs  fondanienlaux  de  T^V.jji  sont  .c.^,  u^. 
r,  ^  x-.u.,  —  x.^Uj.  Soit  P  une  forme  mixte  irréductible;  pour  qu'il 
se  sépare  de  !TîI*'cî[PJ  les  facteurs  r,,  x.^,  u^,  il  faut  et  il  suffit 
respectivement  que  le  connexe  P  =  o  contienne  l'élément  focal,  les 
-Ji  éléments  adhérents  à  la  conique  ex:\  +  x^x^  =  o,  les  oo  éléments 
adhérents  au  point  co'. 
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39.  Conslvuction  des  élémenls  et  des  fadeurs  fondamcidaux 
de  pEcT. 

Nous  reportant  à  la  forme  de  pEcr  (35)  et  suivant  la  mélliode  em- 
ployée pour  cîKîrT,  nous  établissons  aisément  les  propositions  : 

Théorème  I.  —  Les  éléments  fondamentaux  de  pl'>cT  sont  tous  les 
00  éléments  adhérents  à  0,  0',  oj,  w'  et  au  point  I)  dont  les  coordon- 
nées sont  l),  ^  n,  1)^  :=  4?  I).i  =  '  • 

Théorème  II.  —  Les  facteurs  fondamentaux  de  pErrr  sont  x^u., 
et  j"o.  Soit  V  =  ()  un  connexe  irréductible; pour  c^u'ilse  sépare  de 
pEro[P]  les  facteurs  x,  a^  et  a;,,  il  faut  et  il  suffit  respectii'emeiit 
que  P  =  o  contienne  l'élément  focal  et  les  co  éléments  adhérents  à  la 
conique  x\  —  x^x.:^  -+-  ex',  =  o. 

40.  Construction  des  éléments  et  des  facteurs  fondamentaux 
de  cïEp. 

Théorème  I.  —  Les  éléments  fondamentaux  de  nrh^o  sont  tous 
les  -x;  éléments  adhérents  à  w,  iî  et  à  la  conique  x'^  —  x^x.,  -+-  exl  =  o. 

Théorème  II.  —  Les  facteurs  fondamentaux  de  crEp  sont  /.,, 
?/:,,  x^.  Soit  P  =  o  un  connexe  i/-réductible ;  pour  qu'Use  sépare  de 
crEpfP]  le  facteur  r.,,  u^^  x.,  il  faut  et  il  suffit  respectivement  que 
le  connexe  P  =  o  contienne  l'élément  focal,  les  îo  éléments  adhé- 
rents à  co',  les  00  éléments  adhérents  au  point  ))  déjà  construit. 

40.  Consti-uction  des  éléments  et  des  facteurs  forulanientaux 
de  pHp. 

Théorème  1.  —  Les  éléments  fondamentaux  de  pllp  sont  les 
^éléments  adhérents  à  co,  ou  à  0,. 

*■ 

Théorème  II.  —  IjC  facteur  fondamental  de  ollo  est  XyU^:,  soit 
P  =  o  un  co/inexe  irréductible  ;  pour  qu'il  se  sépare  de  pHp[P|  le 
factew  x^u^^i  le  connexe  P  —  o  doit  (et  cela  suffit)  contenir  l'élé- 
ment focal. 
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41.  Comme  toute  crémonienne  s  à  deux  composantes  crémoniques 
est  équivalente  (52)  à  Tune  des  quatre  crcmoniennes  qui  viennent 
d'être  construites 

(())  crEîtr,     pEjTî,     ciEp,     --Hp, 

il  suffira  de  transformer  par  une  linéaire  convenable  les  élénienlset  les 
connexes  fondamentaux  d'une  crémonienne  du  tableau  (o  )  pour  avoir 
les  éléments  et  les  connexes  fondamentaux  de  s. 


CINQUIÈME  PARTIE. 

CRÉMONIENNES    A    TROIS     COMPOSANTES    CRÉMONIQUES; 
ÉLÉMENTS,  CONNEXES    ET   FACTEURS   FONDAMENTAUX. 

42.  Soit  S  une  crémonienne  à //•o/.s  composantes  crémoniques;  je 
vais  encore  profiter  de  l'équivalence  pour  amener  .9  à  une  forme  cano- 
nique, en  multipliant  s  devant  et  derrière  par  des  linéaires  convenable- 
ment choisies. 

Nous  avons  vu  (51)  que  la  primordiale  puncto-poncluelle  de  s  est, 
eu  égard  à  l'équivalence, 

/'  =  <)  =  AB  —  K^\y.,(a,,x,  -+-  a^-^x.,)  —  y,(a.,,Xf  -+-  ao^^.j)]'^, 

a,iCU2  —  a,.,a.,,=^i,         A  ^  x,  —  x.2X.j, 

K  =  const.,  B=j;-j,j.,. 


Appelons  a  la  linéaire  binaire  de  déterminant 


on  pourra  écrire 

/  =  Mi  -  K^(y.,a\x,\- y,^\x,]f  =  n 

ou,  pour  abréger, 

/•=  AB  — Iv^P^r^o. 
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Appliquons  pour  la  détermination  des  fonctions  ^,- et  t|/,,  qui  déli- 
uissent  s,  le  calcul  du  n"  10,  et  cherchons  l'intersection  des  coniques 


c'est-à-dire 


f{x  +  dx,  y)  =  B  f/A  -  2K^P  ^/P  -=  n, 
f(x,y)  =  B.A-    K^P.P=o. 


Omettons  les  deux  points  y'  el  y"'  (  10  et  50) 
B  =  P  =  o, 

le  point  V  sera  sur  la  droite  (y"y)  ou  (w/) 

'^Aidxi     ^Pidx/\ 


ou  1  on  a 


^A     dP 
2  A       P 

posé 


2A,.r,.        2P'-^'- 


d\ 


àP 


.     _    OA  p   _  i^ 

/•.  =  (Am),-,         /•,  =  A,</3  -  Aj?/,,         ..., 

puisque  d'ailleurs  P,  =  o,  et  que  (x  dx)i  peut  être  remplacé  par  //,. 
Or  successivement 

o  =  \\r,  +  \\j:,=y.,a[r,\-y,^\r,\. 

I  ji  =  a  7|/-,  I  I 
(o')  ,  a  =;  facteur  de  proportionnalité, 

[y.,=  y.i\r,\^. 


P-  = 


:|r,|      .[x-.J 


la- ;/!:  A" 


puis({ue  T  a  l'unité  pour  déterminant.  Nous  avons  ainsi,  pour  ciéler- 
miner  >'3,  l'équation  suivante,  après  suppression  de  aA. 


'  I  ''i  I  "  ^1  '■:  I  ^'-i  '^  '\^'y.u\\  : 
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(lOi'i 


l'areilleineiil  (  o')  deviennent 
c'est-à-rlire 

9,  =  ^f /•,'•.!, 

On  penl  remarquer  (jne  le  déternninant  de  la  conique  /(■*■,  /)=  <> 
osl  A-(A  —  K-t7[x!;])  à  un  coefficient  constant  près.  Nous  prendrons 
donc  pour  la  critique  %,  la  conique  ^  =  A  —  iv-T[./-^  |  =  o  (24). 

■45.  Passons  à  la  conslruclion  des  fonctions  'j/,.  La  priniordiair 
punclo-linéaire  de  s  est,  après  départ  ])révu  (24)  du  facteur  A,  cotniiic 
UM  calcid  aisé  le  montre, 

F(a-,  (')=  JIH'-  K  =  (^)=  =  o, 

Q  =  P.a|.r,|  +  .r3^|.r,|. 

On  verra,  comme  dans  le  calcul  des  ^,,  (|iii'  la  droite  r  doit  passer 
par  le  point 


■2^    g 


=  0,v,^-()..r..  =  o: 


Vi  =  (%U)i,  ^,= 
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(Jr  siiccossivcmciil 


<>  =  Q,r. -i-Q^r.  =  t'.  ^fi"2]-+-  --it'i^lr,  |==o; 


p  =  facLeur  de  iHoporlioiiiialilé; 


Eu  défiiiilivi 


Il  rcslç  |K)iir  (N'Icriiiincr  w,  r(''(|iiatioii 
où 

Ou  pcul  i'cmar([uer  d'alllciii's  f[ucî 

cr[/-2]=cr[i-2j,  ^|i-,|=  '^l'-.l-  2K^//.,7|.r,]. 

Pour  avoir  .v~',  il  suriilcvideuiuicul  dans/de  transposer  x-,  cl^;  ou, 
ce  qui  rovienl  au  même,  de  changer  g  en  g'^' . 

44.   il   s'agit   maintenant  de   ramener  .s-   à  une  fonnr   canonique 
simple. 

Reprenons 

/  =  AB-K=P^  =  o, 

P  =  j2(a,,.r,  +  «(.j-s^a)  —  Ji(«2i  ■/-'■i  +  a-^.x.,), 


«Il  «22  —  «12 «21  =  1- 

Journ.  de  Math.  (/|"  scrir),  lomc  IV.  —  Fasc.  II,  1SS8 


3i 
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Toulo  inonistiquc 

t.,  0/., 


laisse  invariai)le  la  forme  binaire  1'^  —  /r,t^. 

Effectuons  dans /=  o,  ce  qui  est  licite  vu  l'équivalence,  une  nionis- 
tiquc  b  de  la  forme  S  sur  les  xi  el  une  monistique  c  de  la  forme  o  sui- 
les  yi.  11  vient  pour/ 

P'  =  —  «o|./'i/i  +  x^y.yicit^bc  —  eu,  b'c' -+-  a,,  cb—  a.,.^  bc  ) 

-+-  ./■|_v\U/,,c  —  a.,,c' )  —  x.,y,((U2b  -h  a.,,  b' ). 

Si  «2,  7^  o,  il  suffit  de  poser 

ce  qui  détenniue  toujours  b^  c,  //,  c'  et  d'une  façon  admissible  ( br  ni 
nul  ni  ce),  pour  que  P'  devienne  au  signe  près  a.,,(x,y,  -h  x.^y^)  et 
alors,  modifiant  convenablement  la  valeur  de  K, 

f-^  AB  -  K-(  j,/,  -f-  x.y.,)-  =  o. 

Cela  revient  à  faire  dans  rcxpression  de  .s-  (45) 


Appelons  -  cette  forme  canonique. 

Si  «2,  =  o,  a, ,  «22  =  I  ;  alors  les  équations 

a,  I  c  =r  «22  b,         a,.,bc  +  a^i  cb'  —  a^.,  bc  =  o 

donnent  pour  b,  c,  b',  c'  des  valeurs  acceptables  (bc  ni  nul  ni  infini)  et 
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telles  qu'à  un  coefficieui  constant  près  P'  devienne  x.,y,  —  x,y,.  Alors, 
modifiant  convenablement  la  valeur  dp  K, 

/=AB  —  K-(x.,y,  -x,y^y  =  o; 

pour  avoir  celte  seconde  forme  canonique  ç,  il  suffit  donc  dans  s  (  43  ) 
de  faire  7=1. 

45.   On  obtieut  (railleurs,  en  faisant  respectivement  dans  .s- 


ï  _  î:-i 


et         7  =  1  /,     /,      -  /,     /,   I, 

X,  7\J\ 

x.^  ri 

X^  7''^  —   4'^""3A   ' 

I  II.,  r^  -+-  ^K-ul^ 

1  "3  '1 

51  =  A  —  K-x't,  r,  =  7-,  —  2K-  u^x^  ; 


^3     7^1  —  4K-M3  A 


M,     r",  +  4K.-M3JI 

21  =  A  —  K-x';;,         r2  =  r,-!- sK-x,  ii,. 

46.   Décomposons  ç  en  un  produit  de  crémoniques.  Partous  de  sa 
primordiale  puncto-ponctuelle 


/  =  AB  —  K-(  j;-,/,  —  -^i/s)"  =  o 
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cl  app(^lons  e  et  A'  les  deux  linéaires 


('  =  e—  = 


X, 

li, 

Xf 

■'1 

x^ 

"3 

«•2     - 

-\K.-'x, 

jCj 

Il  2 

,         k  = 

^■3 

./■ , 

U, 

■r, 

"1 

"1 

U2 

a;., 

u.. 

-  4  K-  «2 

«3 

ajo 

"3 

"3 

Faisant  usage  du  théorème  du  n"  H,  je  trouve  successivemenl  pour 
les  primordiales  : 

Puncto-poncluelle  de  pHp, 

■^2a^3>'2/3  -  K=  (a?,/,  -  x,y,)-  =  o  ; 
puncto-linéaire  de  p^_p, 

4  K- X,  r,  ("3  4-  4  K." ./.'o  Co  f.,  —  X;i  r^  =  o  ; 

linéo-ponctuelle  de  epçpe, 

4  Iv-  w,  j-,  7,  +  4  Iv^  i',y-,y,  -  it,y;  =  o  ; 

lin(''o-ponctuelle  de  ûjepHcc, 

4  K-  w,  >-,  +  4  K-  II, y,  -  i/o  j%  =  o  ; 
d'où  Ton  tire 

4  Iv- >-,  =  ./•,, 
c\'sl-à-dir(^  la  monistique 


■y.  =  x.,,         /iK-y,  =  x, 


X, 

x.> 


'rK-'x.. 


II.     -4K=t/, 
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On  a  ainsi 

^  :=  zcûjkep. 

Nous  avons  ainsi  décomposé  H  en  un  produit  de  (/-ois  ci'émoniques 
0,  enke,  p,  dont  deux  équivalentes  à  s  et  une  à  ct. 

47.  Décomposons    -    en    un    produit    de    crénioniques.    Partons 
encore  de  la  primordiale 

/  =  AB  -  K=(.r,7,  -+-  x,y,)-  =  o, 

conservons  les  notations  précédentes  et  posons  de  plus 

k'  = 

u,  u, 

^^J     —  Ur,  —  u, 

«3       -4K-W3 

Je  trouve  successivement,  faisant  usage  du  théorème  du  n"  11,  pour 
les  primordiales  : 

Puncto-poncluellc  de  p~, 

Aj./s  -  K-(.y,y,  -h  x,y,)'  =  o; 

punclo-linéaire  de  p~,- 

—  Ar^  —  4K-.x,x.,v,V3  -+-  4K^J?;fo<:,  =  o; 

|)uncto-[)ouctuelle  de  ep~, 

-  -'^/;  -  ^V^--i^,x,y,y,  ^'iK.-x^y.y,  =  o; 

puucto-pouctuelle  de  crep-, 

—  A^o  —  ^K'XiX.^y,  -h  4K.-x',^'.,  =  o: 
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piuicto-linc'airc  de  emep-, 

—  Apj  —  4K-,/',./;2r,  -+-  4K^x^('2  =  o; 

])uncl(i-liiiéaire  de  etsepr.ûj, 

(j?3  —  x.,)v3—  !iK.-x,v,  +  4K.^Xofo  —  o; 
on  lin-  de  là 

y,  =  -  ^K-x, ,         y,  =  ^K-x.,,         y.,  =  x,  -  x,, 
c'esl-à-dire  la  nionistique 

X,      —  4K--.r, 

X.,  4K-'-^2 


it, 


II, 


A'. 


De  régalilé 


a.j      —  i'-2  ~  1I3 
ii-t      —  41'^' "3 

cûjep~xs  =  Ix 
on  tin- 

T.  =  pevjck'm. 

Ainsi  -  est  le  produit  des  trois  crémoniques  p,  rmck'  et  îtt,  dont  dcii.r 
sont  équivalentes  à  m  et  une  à  p. 

48.  Théorème.  —  Les  éléments  forïdamentaitx  de  \  sont  les  yz  élé- 
ments adhérents  au  point  co,  à  la  droite  li,  ou  aux  deux  coniques  A 
ou  51. 

11  suffit  de  se  reporter  à  l'expression  de  ?  pour  voir  qu'il  faut  clier- 
elicr  les  éléments  fondamentaux  sur  le  connexe 

7'o  =^  X..  u,  -+-  2.x,  ;/.,  =  o. 
Ce  connexe  contient  les  ce  éléments  adhérents  à  co  ou  à  0,  mais 
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aucun  des  autres  oc  élémenls  adhérents  à  un  point  on  à  une  droite.  l'om 
les  îc  éléments  adhérents  à  w  ou  Q,  on  vérifie  qu'ils  sont  tous  fonda- 
mentaux, 0,=:  '\'i=  o.  ■ 

Cherchons  s'il  existe  encore  d'autres  éléments  fondamentaux.  Des 
équations 

/%  =  X.,  It,  -f-  -IX,  U^  =  Xf  U,  +  X.,  f/o  +  37.,  «3  =;  o, 

on  tire,  omettant  le  facteur  de  proportionnalité, 

(o)  u^  =  —  2.x, X.,,  a.,  =  ix\  —  ^2.^3,  «3  =  x\. 

On  ne  peut  avoir  à  la  fois  //,=  o,  puiscjue  x  n'est  pas  en  to  par 
hypothèse. 

Remplaçons,  dans  cj,  et  '\i,  w,  par  leurs  valeurs  tirées  de  (o)  :  il  vient 

—  /•,  =  2X;,A,  —  r,  =  2.ro5l, 

o,  =  '\,  =  \x\k%. 

Ainsi  X  ne  pouvant  être  ni  en  co,  ni  sur  0,  doit  être  sur  A  ou  %  [)oiu' 
que  (  J--,  u)  soit  fondamental. 
Si  X  est  sur  A,  il  vient  des  (o) 

w,  ^  —  2.i'| ,  u.,  =:  a:^',,  M.j  =  j'j  ; 

c'est-à-dire  que  w,-  est  proportionnel  à  A,=  -^^1  et  (  x-,  u)  adlièrc  à  A. 
Si  X  est  sur  ^,  les  équations  (o)  donnentencorc 

«< I  =  —  2  j:.-,  ,  «2  =  a?:i  -f-  2 K- â.\,,  W;i  =  X.,  : 

Ui  est  donc  proportionnel  à  ^,=  -7^'  et(j:,  u)  adhère  à  %. 
Le  théorème  est  ainsi  démontré  dans  toutes  ses  parties. 

49.  Nous  allons  chercher  les  facteurs  fondamentaux  de  H,  c'est- 
à-dire  ceux  (19)  qui  se  séparent  de  ^[P],  P  étant  une  form<'  mivte 
irréductible.  D'ailleurs,  puiscjue 
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au  lieu  d'cfTcctuer  dans  P  la  crémonienne  ^,  nous  pouvons  effectuer 
successivement  p,  (?,  s,  ....  Disons,  pour  abréger  le  langage,  qu'une 
crémonienne  s  introduit  des  facteurs  (fondamentaux  évidemment)  si 
ces  facteurs  se  séparent  de  ^[P],  P  étant  une  forme  mixte  irréductible. 
De  plus,  une  crémonienne  produit  .s'iT  introduit  les  facteurs  fondamen- 
taux de  s  et  les  transformées  par  5  des  facteurs  fondamentaux  s\  déjà 
introduits  pars'.  Cela  posé,  on  voit  que  les  divers  facteurs  qui  peuvent 
être  introduits  sont  : 

l'oiir  } .Tj 

p  e X3 

P  era Xi  a'2  «3 

p  ern  A .T,  X-i  U3 

^emke (j,  «3  x, 

p  cxxskep  on  i_ -r,  «s  r, 

il  suffit,  pour  le  voir,  de  se  reporter  aux  expressions  de  p(  16),  t'(-i6), 
n7(16), /n^46). 

Ainsi  les  facteurs  fondamentaux  de  ^  doivent  être  cherchés  dans  la 
suile 

/\,  X.2,  U3. 

Si  (.r.  II)  est  sur  /-.,  =  o,  (y,  (")=  ~[(-f^i  '')]  coïncide  avec  rélémenl 
focal,  car  alors 

o,  =  o,  =  d.,=^3  =  o. 

Si  (.r,  //  )  est  sur  le  connexe  x^  =  o,  il  vient 

ç.,^2?/,?/3,  Oo^4"3)  9:1  ^  "^  —  4K.-«3, 


on  obtient  en  fonction  de  «,:«3  la  représentation  paramétrique  des 
coordonnées  d'un  point  de  31  et  de  la  tangente  en  ce  point;  (y,  i") 
adhère  donc  à  3t. 

De  même,  si  (x,  u)  est  sur  le  connexe  «3=  o,  (y,  c)  adhère  à  A. 
Ainsi  : 

.  Théorème.  —  Les  fadeurs  fondamentaux  de  ç  sont  /'o,  x.,  et  «3. 
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Pour  que  /%  se  sépare  c/c  H[P],  il  faut  et  il  suffît  que  le  connexe  P  =  o 
contienne  l'élément  focal.  Pour  que  de  H[PJ  se  sépare  le  facteur  ./ ., 
ou  U3,  il  faut  et  il  suffit  que  P  =  o  contienne  les^éléments  adhérents 
à  %  ou  à  k  respectivement. 

30.  Cherchons  les  éléments  fondamentaux  de  •::,  lesquels  sont  évi- 
demment situés  sur  le  connexe  z-,  =  o;  ce  connexe  contient  d'ailleurs 
les  oc  éléments  adhérents  aux  points  w,  w',  co"  ou  aux  droites  0,  U',  Q". 

Nous  vérifions  aisément,  en  tenant  compte  de  K- — i?^o,  puisque 
%,  est  indécomposable,  que  sont,  parmi  les  ao  éléments  précités,  fonda- 
mentaux l'élément  (w',  Q")  et  les  co  éléments  adhérents  à  w  ou  à  0. 

Cherchons  maintenant  s'il  existe  des  éléments  fondamentaux  non 
adhérents  fà  un  côté,  ou  à  un  sommet  du  triangle  des  coordonnées. 

Des  deux  équations 

o  =  /■,  =  X.,  U.,  —  X^  «3  ^  X^  U,  4-  X.2  Mo  +  ^3  «3 

on  tire,  en  omettant  un  facteur  de  proportionnalité, 

(o)  w,  =  — a.r^Xj,  u.j  =  XfX.^^  u^=^XiX^: 

d'où 

/•o  =  — 2.r2A,         x^_^=— ■3.x^%. 

93  =  ^.  =  4.ï-:A^. 

Pour  que  l'élément  (r,  a)  soit  fondamental,  il  faut  que  x  soit  : 

Ou  bien  sur  A,  et  alors  les  équations  (o)  montrent  que  «,  csl  pro- 
portionnel à  A,; 

Ou  bien  sur  ^,  et  alors  les  équations  (o  )  montrent  que  ?/,  esl  pro- 
portionnel à  %i. 

Ainsi  (x,  w)  adhère  à  A  ou  à  %. 

L'élément  (w',  Q")  cité  plus  haut  comme  fondamental  adhère  d'ail- 
leurs aussi  à  A  et  à  %,.  Ainsi  : 

Théorème.  —  Les  éléments  fondamentaux  de  t:  sont  les  ■:c  éléments 
adhérents  à  A,  51,  w  ou  0. 

Journ.  de  Malh.  (\'  série),  tome  IV.   —  Fasc.  II,  1888.  -32 
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31 .   (Cherchons  les  facteurs  fondamentaux  de 

[)ar  la  méthode  déjà  employée  pour  5. 
On  voit  (pie  la  substitution 

p  introduit  le  facteur r, 

?e «3 

p  era ^1  -fo  «3 

peroe «1  «3  Xo 

peraeA'' u^  «3  x, 

peme/i'w  ou  - f,  u-i  /\  «3 

Les  facteurs  fondamentaux  de  t:  doivent  donc  être  cherchés  dans  la 
suite 

Pour  x,  =  o, 

■h  = 

il  y  a  donc  a:^-  pointsjct  par  suite  yz'-  éléments  -[(.r,  ;/ )|,  (  .r,  u) 
étant  Télément  courant  du  coiniexe  x,  =  o.  Le  facteur  .r,  n'est  donc 
pas  fondamental. 

Au  contraire,  on  vérifie,  comme  plus  haut  (4Î)  ),  que  -  transfoinie 
respectivement  les  ac^  éléments  du  connexe 

/•,  =  o  en  le  seul  élément  focal  (eu,  Q), 

x.j  ^  o  en  les  x; éléments  adhérents  à  3i. 

Uj  =  0  ).  »  A . 

Ainsi  : 

Théorèmk.  —  Les  facteurs  fondamentaux  de  -sont  x.,,  //,  /'/  r,. 
Suit  P^o  /'équation  d'un  connexe  iri-éduetible.  Pour  qui!  se 
sépare  de  ~|1'J  les  facteurs  x.;,^  u^,  /■,  /•espertive/nent,  il  faut  et  il 


GROUPES  D  ORDRE  KINf  DANS  LK  GROUPE  CRÉMONIEN.       247 

suffit  qur  h-  connexe  F  =  o  contienne  les  ce  éléments  adhérents  à  ^, 
les  ce  l'iéments  adhérents  à  A,  l'élément  focal. 

i\ous  avons  ainsi  établi  les  divers  résultais  annoncés  dans  rinlroduc- 
tion  et  réuni  les  données  nécessaires  pour  la  construction,  dans  un 
second  Mémoire,  des  groupes  crémoniens  quadratiques  et  d'ordre  lini. 
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Lettre  adressée  à   M.    Hermite  ; 


Pah   m.   David  IIILBERT. 


Pendant  mon  séjour  à  Paris,  Tannée  dernière,  vous  avez  eu  la  bonté 
de  diriger  mon  attention  sur  l'analogie  remarquable  qui  existe  entre 
la  théorie  des  invariants  des  formes  binaires  du  quatrième,  du  cin- 
quième degré,  etc.,  et  respectivement  celle  des  formes  cubiques  ter- 
naires, quaternaires,  etc.  Pour  la  forme  binaire  biquadratique  et  la 
forme  ternaire  cubique,  cette  analogie  saute  aux  yeux  le  plus  distincte- 
ment, aussitôt  que  nous  nous  servons  pour  la  discussion  de  ces  formes 
d'une  certaine  proposition  générale  que  jai  expliquée  dans  un  travail 
dans  les  Mathematische  Annalen,  vol.  XXVIII,  p.  38 1 . 

Dans  ce  qui  suit  j'ai  l'honneur  de  vous  communiquer,  en  peu  de 
mots,  comment  la  théorie  de  ces  formes  se  montre  sous  ce  point  de 
vue. 

Soit 

/=  a„x\  -i-  4^1  ^■]-''i  +  (Ja^x'^xi  ■+-  4 «:,  j:, x\  -t-  a^x\  ^  at 

la  forme  primitive  binaire  et  biquadratique.  Premièrement  cherchons 
toutes  les  formes  quadratiques 

Jown.  de  Math.  (4'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  1888.  33 


pour  lesquelles,  par  un   choix  convenable  de  la   conslante  A,  on  a  la 
relation 

Après  une  élimination  facile,  nous  sommes  menés  à  l'équation  cu- 
bique en  À 

a.  —  A 


A(X): 


a„ 

o, 

a, 

«o 

a.,— 

À 

f':, 

A'  —  /  A  —  2y  =  G, 
et,  si  nous  employons  le  déterminant  muni  d'un  bord 

«0  «.  a, -A         y: 

a,         "■^^^,    "-^        —y^y-i 

a.,  —  A      a.,  a»  y'' 

xi  —X.Xn       x^.  O 


à(x,y,  À): 


nous  avons,  pour  fixer  les  formes  cherchées, 

A(.r,/,A'")=o;')(:r)cp'"(7), 
l(x,y,V-)=o^^K^)^^'\y), 

A(x,y,vn=rK^or'(y)r 

ou.  après  Pidentilication  des  variables./-,,  x.,  cty,,  y->. 
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OÙ  X'",  V^\  X'"  sont  les  trois  racines  de  l'équation  cubique  et  h  est  le 
hessien  de  la  forme  biquadratique.  Puis,  si  nous  désignons  les  symboles 
des  formes  9'",  cp'-',  ç'"  .respectivement  avec  les  indices  (i),  (2),  (3), 
nous  avons,  à  cause  de 

les  relations  suivantes 

(aa<'))=(aa'*')^  =  V'\y.^'' yJ'^Y, 
(aa'*')'(«KÎ'')==  A*(a<''a(*')- 
cl  par  conséquent,  pour  i^k, 

(a"'a<'")-  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  invariants  bilinéaires  des  formes  cp'"',  cp'"',  cp'"  s'éva- 
nouissent, tandis  que  leurs  discriminants  prennent  les  valeurs 

(a'-)a'=')-  =  ^^^  =  -  K'^'"  -  '^'")  (^'"  -  ^"')' 

D'autre  part,  en  cherchant  toutes  les  formes  binaires  cubiques  9  qui 
remplissent  identiquement  la  relation 

■        (/,?).=  A?, 

on  arrive  facilement  aux  résultats  suivants.  A  chacune  des  deux 
valeurs 

A")  =  +iA  et  A'='  =  - 


\/3 

appartient  un  faisceau  de  formes  cubiques  cp'"'  et  cp'^',  et  ces  deux  fais- 
ceaux cubiques  sont  en  même  temps  ceux  qui  ont  la  même  forme 
biquadratique/  comme  jacobien.  Du  reste,  de  la  même  manière  qu'au- 
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paravaiU,  on  obtient  la  valeur  zéro  pour  l'invariant  bilinéaire 

Voilà  les  résultats  principaux  el  essentiellement  connus  de  la  théorie 
d'une  forme  binaire  biquadra tique,  qui  mènent  facilement  à  la  décom- 
position de  la  forme  biquadralique  et,  d'autre  part,  à  l'étude  des  dégéné- 
rations possibles  de  la  forme  biquadralique.  Comme  on  le  voit,  ces  ré- 
sultats ont  été  déduits  seulement  au  moyen  d'un  principe  général, 
c'est-à-dire  en  cherchant  toutes  les  formes  qui  se  reproduisent  par  un 
certain  mode  d'opération  invariantive.  Dans  ce  qui  suit  je  voudrais 
montrer  que  ce  même  point  de  vue  suffit  pour  la  résolution  élégante  de 
questions  analogues  dans  la  théorie  d'une  forme  ternaire  cubique. 

Soit 

/■=:  a, , ,  x'I  -h  3a,, 2'''',-^ -2  -1-  ...  -H  «333  j^'il  =  «j. 

la  forme  primitive  proposée.  Pi"emièrement,  considérons  des  formes 
bilinéaires 

avec  une  série  de  variables  x, ,  x.,,  x^  et  une  autre  série  de  variables  «, , 
;/.,,  «3  transformée  par  des  substitutions  inverses,  et  cherchons  toutes 
ces  formes  ^  pour  lesquelles,  par  un  choix  convenable  de  A,  on  a  la 

relation  identique 

(  a  a  «  )  ffp  Oj;  =  X  a ,,  wp . 

En  comparant  les  coefficients  des  produits  des  variables  x,,  x.,,  Xj  et 
M,,  «.j,  «3,  on  obtient  neuf  équations  (jui  permettent  l'éfimination  des 
neuf  grandeurs  a, ,,  y.,.,,  •  ■  -,  a,,,  d'où  découle  l'équation  du  neuvième 
degré  pour  X 


—  «I,, 


A(À) 


A        —  a,. 
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OU,  si  nous  calculons  le  déterminant  et  exprimons  les  coefficients  des 
puissances  de  X  par  les  invariants  fondamentaux  S  et  T  de  la  forme  ter- 
naire cubique, 

X  i }."  -  GS A'  -  Ta-  -  3S=  i  =  o. 

A  chacune  des  neuf  racines  de  cette  éc[uation 

X  =  o,  ÀC),  V»,  \<'\  V'\  -X<",  -X(-),  -V'\  -}.'", 
appartient  toujours  une  forme  bilinéaire 

?  =  «,.,   f\   f-^,   çp<^',   ç"',   9"s   f^\  yf\   ^<*'. 

Alors,  si  nous  munissons  le  déterminant  d'un  bord  à  droite  avec 

r.''(,     y-2^',,    >'3'"m    7i'"2,     72''.,     Xs'-.,     >'.f3,     >'.f3,     y,i'\ 
et  en  bas  avec 

nous  serons  en  état  de  fixer  les  quatre  paires  de  formes  bilinéaires 
selon  la  formule 


A  Q  ;; )  X'"  =  f\x,  u)  f\y,  P-),         (^-=1,2,3,  4). 

Du  reste,  par  la  même  méthode  qu'auparavant  dans  la  discussion  de 
la  forme  binaire  biquadraticjue,  nous  obtenons  les  résultats 

<,=  o,        âg'  =o,  • 


lil  lA-) 

r\  n  n  ^      r\  ri,_       ^, 


«•3<^)  S<o  =  O'  °'-3(^.  %i->  =  °'  ^-■'"'"' -  =  °' 


c'est-à-dire  que  tous  les  invariants  linéaires  et  bilinéaires  des  formes 
cp  et  cp  s'évanouissent,  excepté  les  quatre  suivants  : 

«'P«V  =  -iTô^'        (^  =  ',2,3,4). 
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l'our  nous  rapprocher  des  n'-sultals  connus,  nous  transformons  une 
des  liiiil  formes  bilinéaires  par  une  substitution  linéaire  dans  la  forme 
spéciale  pour  laquelle  seulement  les  trois  coefficients  a,,,  a^s,  a,,  de- 
meurent finis.  Alors  la  forme  primitive  /  prend  en  même  temps  la 
forme  canonique  de  Hesse  et,  abstraction  faite  de  facteurs  indifîé- 
rents,  nous  avons  les  formules  plus  précises 

dans  lesquelles  nous  reconnaissons  la  tliéorie  des  quatre  triangles  avec 
les  neuf  points  d'inflexion. 

D'autre  part,  si  nous  écrivons  la  forme  |)rimitive  ternaire  et  cui)iqui' 
svndioliquement 

nous  pouvons  chercher  toutes  les  formes  ternaires  quadratiques 

z,  =  a,,''^'+  2y.,,x,x.,-h  2a,3./;,./;3-i-...-f-a3,.ri;=  a;. 

(|iii  remjilissent  identiquement  la  relation 

(aby.)'  Gj.  bj.  =  A  y.';. . 

On  arrive  à  deux  valeurs  pour  A 

A"^=+  2\'S  cl  A'=  =-  2s'S, 

dont  chacune  appartient  à  un  certain  système  deux  fois  infini  de  coni- 
ques ç'"*  et  o'- . 

Comme  on  le  voit,  le  principe  explicjué  mène  à  la  construction  d'in- 
variants et  covarianls  irrationnels  et  procure  au  moyen  de  ceux-ci  une 
connaissance  du  sens  propre  et  de  la  connexion  analylicjue  des  formes 
invariantives  rationnelles,  quand  même,  comme  il  arrive  dans  des  cas 
plus  compliqués,  le  véritable  calcul  de  tous  les  invariants  et  covariants 
résultants  n'est  plus  praticable. 
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Mais  nous  pouvons  modifier  notre  principe  en  divers  sens,  par 
exemple,  si  nous  cherchons  une  forme  binaire  ;p  du  degré  r  de  telle 
nature  que  le  covariant  simultané  (/",  o),  de  celle-ci  et  d'une  forme  bi- 
naire donnée/ du  degré  n  contient  la  forme  ^  comme  facteur.  Dans  le 
cas  spécial  ii  ^  ir  —  2  et  /  =;  2,  on  obtient  pour  ^  les  formes  de  tous  les 
faisceaux  qui  ont  la  même  forme  /"  comme  jacobicn  et,  pour  /■  =  4i  ce 
dernier  problème  a  été  traité  sous  un  autre  point  de  vue  par  MM.  BriU 
{Mathemalischc  Annalea,  vol.  XX,  p.  33o)  et  Stephanos  {Comptes 
rendus,  t.  XCIII,  p.  994)- 

Du  reste,  on  peut  spécialiser  ladite  méthode  en  cherchant  simple- 
ment toutes  les  formes  o  qui  donnent  un  résultat  s'annulant  après  une 
certaine  opération  invariantive  sur  la  forme  proposée/.  Dans  la  dis- 
cussion d'une  forme  binaire /du  degré  n  =  ir  —  i,  on  profite  de  cette 
méthode  pour  obtenir  une  forme  a^  du  degré  /■  dont  les  facteurs  li- 
néaires conduisent  à  la  forme  canonique.  Mais  je  voudrais  expliquer 
par  un  exemple  que  le  même  principe  suffît  pour  établir  la  possibilité 
d'une  forme  canonique  pour  des  formes  à  plusieurs  variables. 

Soit  représentée  la  forme  canonique  d'une  forme  quaternaire  cu- 
bique par 

/=a::=/^  +  /^4-/^  +  /:;+/^, 

où  Z, ,  4,  4,  li,  Is  sont  des  formes  linéaires  dont  les  coefficients,  re- 
gardés comme  des  coordonnées  homogènes,  peuvent  définir  cinq 
points  p,,  p-i.,  P3,  p.',,  Pr,  dans  l'espace.  Si  nous  cherchons  ensuite 
toutes  les  formes  quaternaires  quadratiques  cp  =  «^  avec  des  variables 
inverses  «,,  u.,,  W3,  z/,,  qui  remplissent  la  relation 

a^cra;=  o, 

nous  trouvons  un  certain  système  de  formes  cinq  fois  infini.  Mais, 
d'autre  part,  nous  savons,  à  cause  de  la  forme  canonique  supposée,  que 
cette  condition  est  remplie  par  toutes  les  surfaces  quadratiques  'j/  con- 
tenant les  cinq  points /?,,  jOo,  p^,  p,-,  Pô-  Pour  m'expliquer  plus  briève- 
ment, je  nomme  un  système  spécial  de  formes  dont  chacune  contient 
un  certain  nombre  de  points  fondamentaux  un  système  naturel  avec 
ces  points  fondamentaux.  Alors  le  problème  de  la  représentation  ca- 
nonique d'une  forme  quaternaire  cubique  est  le  même  que  de  trouver 
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un  système  naturel  'l,  quatre  fois  infini,  qui  est  contenu  dans  un  sys- 
tème proposé  o  cinq  fois  infini  de  formes  quaternaires  et  quadratiques. 
Mais  maintenant  il  est  facile  de  montrer  que  la  représentation  cano- 
nique nest  possible  que  dune  seule  manière;  car,  si 

/= /;^  ^  Ç -^ /;'-+-/;  H- /J' 

était  une  autre  expression  canonique  où  les  coefficients  des  formes  li- 
néaires /,',  /.,',  /.,',  l^,  Il  donnent  les  cinq  points  p\i  p.,,  P3,  p\,  p\  dans 
l'espace,  il  serait  nécessaire  que  le  même  système  o  cinq  fois  infini 
de  surfaces  quadratiques  contînt  deux  systèmes  naturels,  quatre  fois 
infinis  :  premièrement  le  système  de  formes  'j/  avec  les  points  fondamen- 
taux Pt, P2, Pi,  Pi, p-a  et  secondement  le  système  de  formes  i'  avec 
les  points  fondamentaux  /?',,  //,,  p\,  p\^  p,-  Par  conséquent,  il  devrait 
exister  quatre  relations  linéaires  entre  les  formes  •]/  et  ■]/',  c'est-à-dire 
que  les  dix  points /?,, />o,  7*3,  jo,,  p-^,  p\,  p.,,  p'^, p\,  p\  seraient  néces- 
sairement situés  de  telle  sorte  qu'on  puisse  faire  passer  une  surface 
quadratique  par  ces  dix  points  et  en  même  temps  par  trois  points  ar- 
bitraires de  l'espace.  Si  nous  supposons  ces  trois  points  dans  le  plan 
des  points  p\,  p',, p\,  on  voit  que  les  sept  autres  points/?-,/?',  et  /?,, 
PîiP%i  Pii  Pi  seraient  tous  situés  dans  un  autre  plan,  ce  qui  est  exclu 
comme  insignifiant.  En  même  temps  nous  apprenons  que  la  susdite 
expression  canonique  est  susceptible  de  représenter  toute  forme  donnée 
quaternaire  et  cubique  dans  toute  sa  généralité;  car  elle  contient  le 
nombre  convenable  de  constantes  indépendantes  et  une  représentation 
indéterminée  est  inadmissible  selon  les  réflexions  que  je  viens  de  faire. 

\oilà  une  démonstration  simple  du  théorème  fondamental  dans  la 
théorie  de  la  forme  quaternaire  cubique  ;  mais  cette  méthode  est  suscep- 
tD)le  de  généralisation  pour  d'autres  formes.  Par  exemple,  on  trouve 
au  moyen  des  mêmes  considérations,  comme  auparavant,  que  toute 
forme  ternaire  du  cinquième  degré  se  laisse  exprimer  toujours  dune 
manière  et  d'une  seule  manière  comme  une  somme  de  sept  puissances 
de  formes  linéaires. 

Ainsi  Ton  voit  que  divers  problèmes  de  la  théorie  des  formes  peu- 
vent se  traiter  pareillement,  si  l'on  se  place  sous  le  point  de  vue  que 
nous  venons  d'exposer. 
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Si/r  les  équations  les  plus  générales  de  la   double  réfraction 
compatddes  avec  la  surface  de  l'onde  de  Fresnel; 
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FORME    DES    EQUATIONS    DE    LA    DOUBLE     REFRACTION. 

1 .  Quelque  idée  que  l'on  se  fasse  de  la  lumière  polarisée  dans  un 
plan,  qu'on  la  regarde  comme  Teffet  d'un  dérangement  élastique  ou 
diélectrique  ou  magnétique,  qu'elle  résulte  de  vibrations  rectilignes  ou 
de  rotations  moyennes  (vor(ices)  ou  de  toute  autre  cause,  ce  qui  est 
certain,  comme  l'a  déjà  observé  Maxwell,  c'est  que  cette  cause  est  me- 
surable par  une  grandeur  qui  est  de  la  nature  d'un  vecteur.  Nous 
appellerons  ce  vecteur  le  wt'cteu/"  lumineux.  Ce  peut  être  une  vibration 
ou  une  force,  l'axe  (ïunvortex  ou  celui  d'un  moment  magnétique,  ou 
toute  autre  chose,  et  il  s'agit,  sans  idée  préconçue  sur  sa  nature,  d'en 
chercher  l'expression  la  plus  générale  compatible  avec  la  surface  de 
l'onde. 

2.  Désignons  par  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  milieu  qui 
produit  la  lumière  et,  à  l'instant  /,  par  m,  p,  w  les  composantes  du 
vecteur  lumineux  en  ce  point,  en  sorte  que  u,  v,  w  sont  trois  fonctions 
inconnues  des  quatre  variables  indépendantes  x,y,  z,  t. 

Quelque  théorie  que  l'on  adopte,  la  continuité  supposée  du  inilieu 

Journ.  de  Malh.  (4'  série),  tome  IV.  —  Fasc.    III,   i888.  ^4 
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OÙ  se  prodiiil  la  lumière  conduira  toujours  à  un  système  d'équations 
aux  différences  partielles  auquel  devront  satisfaire  ces  fonctions. 

Le  fait  de  l'interférence  de  la  lumière  montre  que  ces  équations 
doivent  être  linéaires;  et,  si  l'on  fait  d'abord  abstraction  de  la  dis- 
persion et  de  la  polarisation  rotatoire,  ces  équations  doivent  être  homo- 
gènes. Elles  ne  peuvent  pas  être  du  premier  ordre,  et  parce  qu'elles 
ne  vérifieraient  pas  les  lois  expérimentales,  et  parce  qu'elles  doivent 
nécessairement  contenir  des  forces  accélératrices.  On  doit  donc  les 
regarder  comme  du  second  ordre. 

D'ailleurs,  toute  onde  plane  paraît  se  propager  avec  la  même  vitesse 
dans  les  deux  sens  opposés  qu'on  peut  attribuer  à  sa  normale. 

Ceci  exige  que  les  équations  différentielles  qui  régissent  w,  i^',  w  ne 
renferment  que  des  dérivées  d'ordre  pair  par  rapport  au  temps,  et, 
comme  elles  sont  du  second  ordre,  il  n'y  peut  entrer,  relativement  au 
temps,  que  les  trois  dérivées 

Ces  dérivées  y  entrent,  d'ailleurs,  nécessairement  toutes  les  trois, 
puisque  rien  ne  distingue  les  quantités  w,  p,  w;  si  donc  l'une  d'elles 
manquait,  elles  devraient  manquer  toutes  les  trois,  ce  qui  est  impos- 
sible. Nous  pouvons  donc  supposer  les  équations  différentielles  ré- 
solues ])ar  rapport  à  ces  trois  dérivées,  et  les  écrire  ainsi  : 

/  D'-^u  =  Au  +  Hv  4-  Ci'w 

(i)  B;ç  =H';/-hBi>  +  F«', 

(  DfH  =  G  M  -\-F\-  +  Cw, 

A,  B,  C;  F,  G,  H;  F',  G',  H'  étant  trois  fonctions  symboliques  ho- 
mogènes et  du  second  degré  des  trois  symboles  de  dérivation  D^, 
D,,  D,. 

Les  coefficients  qui  entrent  dans  ces  équations  peuvent,  s'il  s'agit  de 

la  propagation  d'une  onde  lumineuse  à   travers  un  cristal,  être  des 

constantes  ou  des  fonctions  périodiques  à  courtes  périodes  de  x,  y,  z. 

.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  comme  l'ont  montré  Cauchy,  et  depuis  plus 
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complètement  MM.  Sarrau  et  Potier,  les  valeurs  moyennes  que  Ton 
cherche  pour  m,  ç,  cv  obéissent  toujours  à  un  système  d'équations  dif- 
férentielles à  coefficients  constants. 

Equations  aux  vitesses  et  aux  ^^ecleui's  des  ondes  planes. 

3.  A  présent,  si 

/,     m ,     n 

désig'nent  les  cosinus  directeurs  do  la  normale  à  une  onde  plane,  en 
sorte  que 

/-  -I-  ni'-  -1-  /r  =  I , 

et  que  w  soit  sa  vitesse  de  propagation,  on  sait  que,  pour  obtenir 
l'équation  cjui  fournit  cette  vitesse,  il  suffit  : 

i"  De  remplacer,  dans  les  équations  ci-dessus,  les  symboles 

D.„     D,,     D„     D, 

respectivement  par 

/,      m,     /),      —  co, 

ce  qui  fournit  trois  équations  homogènes  et  linéaires  en  u,  c,  W]  ces 
équations  déterminent  la  direction  du  vecteur; 

2°  D'égaler  à  zéro  le  déterminant  de  ces  équations. 

Ainsi  la  direction  du  vecteur  est  fournie  par  les  équations 

[    (A  CD-  )  i/  +  H  t"  -1-  G'  4V  =  o, 

(i  bis)  I    H' ?/  4-  ( B  —  to= ) r  -t-  F w  =  G, 

(    G« -I- F'fc- -f- (C  —  oj-)«- =  G, 

où  A,  B,  C;  F,  G,  H;  F',  G',H'sont,à  présent,  neuf  fonctions  homo- 
gènes et  du  second  degré,  à  coefficients  constants,  des  trois  cosinus  /, 
m,  n. 

El,  si  l'on  pose 

A  -  Lo'  H  G' 


(^) 


ir        B  —  w-         F 
G  F'         C  - 
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Téquation  aux  vitesses  des  ondes  planes  dans  la  direction  caractérisée 
par  les  cosinus  /,  m,  n  est 

(2  bis)  A  =  G, 

équation  du  troisième  degTe  en  w",  qui  montre  qu'il  se  produit  trois 
ondes  en  avant  se  propageant,  en  générai,  avec  des  vitesses  diflérentes; 
et  trois  ondes  en  arrière  se  propageant  respectivement  avec  les  mêmes 
vitesses,  et  qu'il  est  par  conséquent  inutile  d'envisager  dans  la  discussion 
de  réquation. 

Conditions  généra/es  de  compatibilité  avec  la  surface 
de  l'onde  de  Fiesnel. 

4.  Ce  (jui  précède  est  vrai,  quels  que  soient  les  axes  de  coor- 
données; si  l'on  fait  coïncider  ces  axes  avec  les  axes  d'élasticité  d'un 
cristal  à  deux  axes  optiques,  qu'on  désigne  par  a,  b,  c  les  inverses  de 
ses  indices  principaux  de  réfraction  que  je  suppose  essentiellement  dif- 
férents ('),  et  f|u'on  pose 

I  -+-(r-  —  a)-)(a- —  OJ- )  «/- -f- (  «- — co- )  (/r  —  co-)«,-, 

l'équation  aux  vitesses  des  ondes  planes  de  Fresnel  est 

(3  bis)  0  =  0, 

l'-quation  du  second  degré  eu  co-  qui  fournit  les  vitesses  des  deux  seules 
ondes  produisant  des  rayons  lumineux. 


(')  Xous  supposons  ici  que  a,  l),  c  sont  es!^en^ielle^lellt  dillerenls.  Nous  clier- 
chons,  en  ed'el,  les  lois  applicables  à  tous  les  cristaux,  celles  applicables  aux 
cristaux  à  un  axe  (a  ^  6)  ou  aux  corps  isotropes  («  =  6  ^  c)  devant  être  des 
conséquences  de  ces  lois  générales.  Mais,  des  équations  qui  ne  conviendraient 
qu'aux  cristaux  à  un  axe  ou  aux  corps  isotropes  sans  être  comprises  comme  cas 
particuliers  dans  les  équations  générales  relatives  aux  cristaux  à  deux  axes  ne 
pourraient  pus  représenter  des  lois  naturelles.  Klles  seraient  comme  des  solutions 
.sintrulières  n'avant  ici  aucun  intérêt. 
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La  troisième  onde,  celle  qui  répond  à  la  troisième  racine  de  r«kjua- 
liou  en  w-,  sera  appelée,  d'après  Gauchy,  Vonde  obscure. 

Les  neuf  fonctions  A,  B,  G;  F,  G,  H;  F',  G',  H'  renferment  54  coef- 
ficients indéterminés.  Le  problème  posé,  envisagé  dans  toute  sa  géné- 
ralité, consisterait  à  considérer  ces  54  coefficients  comme  autant  de 
fonctions  inconnues  des  trois  paramètres  ar,  b-,  c*,  et  à  déterminer  les 
expressions  les  plus  générales  possible  de  ces  fonctions,  pour  lesquelles 
l'équation  du  troisième  degré  A  =  o  comprend  les  deux  racines  de 
Féquation  0=0,  et  cela  quels  que  soient  /,  m,  n,  sous  la  seule  réserve 

/-  -I-  /;/-  -+-  n-  =  I, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  expressions  les  plus  générales  des 
cinquante-quatre  fonctions  inconnues  pour  lesquelles  le  polynôme  A  du 
troisième  degré  en  w-  est  divisible  par  celui  du  second  degré  0,  et  cela 
quels  que  soient  /,  m,  n,  sous  la  seule  réserve  indiquée. 

Gar,  si  l'équation  A  =  o  renferme  les  deux  racines  de  l'équation  0  =  0, 
la  surface  de  l'onde  correspondant  à  la  première  de  ces  équations  se 
décomposera  en  deux  parties  :  l'une  formée  par  la  surface  de  Fresnel, 
l'autre  répondant  à  l'onde  obscure. 

Théorème  I.  —  Put//-  que  les  équations  diJféi-ciUielles  (i)  soient 
compatibles  avec  la  surface  de  l'onde  de  Fresnel,  il  est  nécessaire 
que  le  polynôme  homogène  du  sixième  degré  en  l,  m,  n, 


i  A   II    a 

II'     B      F 
G     F'     G 

où  /,  m,  n  sont  regardés  comme  des  grandeurs  entièrement  arbi- 
traires., soit  exactement  divisible  par  le  trinôme  /-  +  jrr  +  n'-. 

En  elfel,  nous  avons  dit  que  le  polynôme  A  du  troisième  degré  en  co- 
doit  être  divisible  par  celui  du  second  0,  quels  que  soient  /,  m,  n,  sous 
la  réserve  /-  4-  /«-  -i-  /<-  —  i . 

Pour  faire  disparaître  cette  réserve,  remplaçons,  dans  A,  oj-  par  son 
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égal  w-(/-  4-  ni-+  rr).  Alors,  ce  déterminant  devient  homogène  en  /, 
m,  «,  et  les  trois  racines  co-  de  l'équation 

A  =  o 

ne  dépendent  plus  que  des  rapports  /  :  m  :  n. 
Posons,  pour  abréger, 

co'-  =  a)^(/-  +  m--(-  n-), 

et  appelons  A'  ce  que  devient  A,  si  Ton  y  remplace  co-  par  co'^,  de  sorte 
que 

[  A  -  co-         II  G' 

(3')  A'  =  )       H'         B-co'-^  F 

G  F'  G  -  co'= 


A  présent,  si  nous  multiplions  ù  par  /-  -i-  nr  -+■  /?'-,  il  se  trouve  cjue 
le  produit  ne  renferme  plus  que  co'-.  En  posant 

o'  =  ^(^l-  -if-  m-  -^  II"), 
on  a 

^o  V      -v,      l  (a""  ~\(b--\- c-)l--\-(c--{-a-)m--h(a^-h  b-)n-]oi'- 
(y)     0=1 

{  -{- (b'-c-l- -h  c-a-m- -h  a-b'^n'^)(l'^-h  m- -h  n'-), 

et  les  deux  racines  co'-  de  l'équation  o  ^  o,  écrite  sous  la  forme  o'  =;  o, 
ne  dépendent  aussi  que  des  rapports  l:  m:  n. 

Comme  ces  rapports  sont  entièrement  arbitraires,  il  faut  que  A'  soit 
exactement  divisible  par  S',  quelles  que  soient  les  grandeurs  /,  /n,  n 
considérées  comme  des  variables  absolument  indépendantes. 

Ceci  exige  que  le  terme  indépendant  de  co-  dans  A'  soit  divisible  par 
le  terme  analogue  dans  o',  et,  par  suite,  qu'il  soit  divisible  par 

/--h  m- 4-  II". 

Remarque.  —  Il  faut  que  le  déterminant  désigné  au  théorème  I  soit 
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aus:<i  divisible  par 

ly-c- [- -h  c'-a'-m- -i- a'-b'-n-, 

quels  que  soient  /,  m,  ii. 

Théorème  II.  —  Si  les  équations  (i)  sont  compatibles  avec  la  sur- 
face de  l'onde  de  Fresnel,  le  carré  de  la  vitesse  de  l'onde  obscure, 
dont  la  normale  est  définie  par  les  cosinus  /,  m,  n,  est  fourni  par 
l'expression 

(4)    aj-=  A  H-  B  +  C  — (^-  +  c-)/--  (c--H  a-)  m-—  (a- -h  b-)n-. 

En  effet,  l'équation  A'  =  o  doit,  d'après  ce  qui  précède,  comprendre 
les  deux  racines  de  §'  =  o,  quels  que  soient  /,  m,  /i,  sans  avoir  égard 
à  la  relation 

/■--*-  nr  -^  n-  =  i. 

Or  la  somme  des  trois  racines  co'-  de  A'  est 

A-hB+C 

l^  -t-  ni'^  ■+-  n- 

La  somme  des  deux  racines  de  o'  =  o  est 

{b--y-  C-)  /--t-  {c'^  +  a"-)  m-+  (a'-t-  6-)«- 
/-  +  m--\-  n^ 

Par  suite,  la  troisième  racine  de  A  est  la  différence  de  ces  deux  ex- 
pressions; d'où,  pour  cette  troisième  racine,  la  valeur 

oj -  =  A  +  B  -i-C  —  (^'--1-  c'-)t-  —  (c'-  +  a-)  m-  —  (a- -h  b-)n- 
^=.  (ii-(l'-  -h  m-  -+-  n-). 

Cette  expression  de  co-  ne  renferme,  comme  cela  doit  être,  que  les 
rapports  l:  m  :  n.  Elle  est  vraie,  que  /,  m,  n  soient  égaux  ou  simple- 
ment proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  de 
l'onde. 


(5) 
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Dans  la  première  hypothèse,  l'expression  de  w-  est  celle  annoncée 
dans  le  théorème  que  nous  voulions  établir. 

Corollaire.  —  La  surface  de  l'onde  obscure  est  toujours  du 
second  degré. 

On  appelle  surface  d'une  onde  l'enveloppe  du  plan  mobile 

Ix  -\-  m  y  -\-  n  :  ^  M 
ou 

/-  -h  m'  -h  n-  ^  i, 

et  où  w  est  la  vitesse  de  Tonde. 

Si  cette  vitesse  est  donnée  par  Texpression  ci-dessus,  on  voit  de  suite 
que  Tcnveloppe  cherchée  est  une  surface  du  second  degré. 

Théorème  III.  —  Pour  que  les  équations  (i)  soient  compatibles 
ai-ec  la  surface  de  l'onde  de  Fresncl,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
neuf  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  en  /,  m,  n, 

A,  B,  C;     F,  G,  H;     F,  G,  H' 

satisfassent  aux  deux  équations  suivantes  : 

FF'+GG'+HH 

=  AB  +  J3C  +  CA  -  (A  +  B  -4-  C) 

X  f(^-  +  C-)  /--f-  (c-  +  a-)m--\-  (a-+  h-)] 
-+-  \{b-  -+-  C-)  /-  -+-  (c-  -t-  a-)  ni-  -h  (a-  -h  b'-)  n-]- 
/  —  {b^c- 1'-  ■+-  c^a'-m'-  -+-  a-b-rr)  (/'  +  ni-  +  /r), 

FGH  +  F'G'H' 

=  AFP  +  BGG'  +  CHH  -  ABC 

+  [A  +  B  -+-C-(6-  +  c^)/^-  (c^  4- «-)/«--  (a- +  /*-)/?,-] 
X  (b'-c-l^  ■+-  c-a'-nr  -+-  a'-  b'-n-)(l-  +  m-  -+-  /r). 

En  effet,  pour  avoir  toutes  les  conditions  cherchées,  il  faut  et  il 
suffit  d'exprimer  que  A'  est  identique  au  produit 

o'[A  +  B  +  C  -  (Z»=  -f-  C-)  /  -  (c-  +  a-)  m-  -  (a-  +  b^)n-]. 


EQUATIONS    GENERALES    DE    I.A    DOUBLE    REFRACTION.  2b) 

Les  coefficients  de  ùj'°  et  de  co"  élanl  déjà  les  mêmes  dans  les  deu\ 
expressions,  lenr  identité  n'exige  que  deux  écjuallons  de  condition  <]iii 
sont  précisément  celles  indiquées. 

Remarque.  —  La  première  (5),  qui  a  lieu  entre  les  polynômes 
homogènes  du  quatrième  degré,  fournit  entre  les  S'i  coefficients  (pii 
entrent  dans  les  équations 

5x0         f.         ... 
=^  1  3  conditions. 

La  seconde,  qui  a  lieu  entre  des  polynômes  du  sixième  degrc', 
fournit 

i- =  20  conditions, 

2 

soit  en  tout  'i'»  conditions.  La  solution  la  plus  générale  comporterait, 
d'après  cela,  1  1  constantes  arbitraires.  Mais,  les  équations  de  con- 
dition n'étant  pas  linéaires,  on  voit  que  le  problème  peut  comporter 
beaucoup  de  solutions  ayant  chacune  des  arbitraires. 


Applications  aux  équations  symétriques. 

o.  On  sait  que,  au  point  de  vue  optique,  les  cristaux,  même  ceux 
qui  n'appartiennent  pas  au  système  terbinaire,  se  comportent  comme 
s'ils  possédaient  trois  plans  de  symétrie,  et  toutes  les  théories  mathé- 
matiques de  la  double  réfraction  proposées  jusqu'ici  ont  conduit  à  des 
équations  différentielles  symétriques  par  rapport  à  ces  plans.  Quoique, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  la  symétrie  clans  les  équations  diffé- 
rentielles ne  soit  pas,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  purement  mathé- 
matique, une  conséquence  toujours  nécessaire  de  la  symétrie  des  phéno- 
mènes optiques,  la  recherche  des  écjuations  symétriques  les  plus 
générales  possibles  offre  évidemment  un  intérêt  tout  particulier  et  fera 
l'objet  principal  de  ces  recherches.  Il  est  naturel,  en  effet,  d'admettre 
que  le  vecteur,  cjuelle  tju'en  soit  la  nature,  cause  d'un  phénomène 
symétricjue  par  rapport  à  trois  plans,  doit  lui-même  être  symétrique 
par  rapport  à  ces  plans. 

Dans  cette  hypothèse,  les  54  coefficients  qui  entrent  dans  les  équa- 

Jouin.  de  Math.  (4'  série),  tome  I\  .  —   l'"asc.  UI,   i8S>i.  3) 
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lions  générales  se  réduisent  à  ij.  Fa\  cITet,  les  équations  devant  rester 
inaltérées,  si  l'on  change  de  signes  simultanément,  soit  u  et  ./;,  soit  r 
('ly,  soit  w  et  z,  sont  nécessairement  de  la  forme  suivante  : 

à-  Il  ,  ()■  Il 


(i\) 


'    flrdy        ^   O.i-âz 


4-f 


-'£ 

Jj  Oz 

+  ^   Oz  dr 

.    OU' 
Oz  Ov 

où  a,  b,  C  ;  f,  g,  h;  f ,  g',  h';  a,  [i,  y;  a',  j3',  y'  sont  les  quinze  coeffi- 
cients à  déterminer  en  fonction  de  a-,  b-,  c". 

Le  déterminant  A,  si  l'on  y  remplace,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  co" 
jiar  M-( /-  -f-  /n''  -+-  n"),  devient 

;  (a  —  oj-  )  /-  -f-  (  h  —  w-  )  nr  -i-(g'  —  to'  )  rr     y  /m     [i'  In 

{ (j  his)      A  =    y'/«/     (  h'  —  oj-  )/-  +  (  b  —  co-  )  w-  -f-  (f  —  oj-  )  //'-     oL/nn 

^nl      y! nm      (g  —  co- )/- +  (f  —  w- )7/;- +  (  c  —  w- )/r' 

Par  suite,  les  neuf  fonctions  A,  B,  C,  F,  G,  H,  F',  G',  H'  deviennent 
ici 

IA  =  a/-   -t-  hnr  +■  g' /i-, 
B  =  h'/-  4-  hrii-  -+-  f/r, 
,  C=g/'-  +  f'///^+ c«-, 
j  F  =^  y.Di/i,  Y' =  y.' mn, 

\  H  =  Y^'"'  ^^  =  Y'/m. 

I^a  vitesse  de  la  troisième  onde  est  donnée,  en  vertu  du  théorème  I, 


(7) 


|)ai 


I  OJ-  =  (  a  4-  h'  -f-  g  —  h-  —  c-  )  /-  -f-  (  h  -t-  b  +  f  —  c-  ~  cr 
bis) 


{■jbis) 


-f-  ('  g'  -h  f  4-  c 


Ir  )/r. 


11  suffirait  de  porter  les  expressions  (7)  dans  (5)  pour  obtenir  les 
lalions  cherchées  entre  les  quinze  coefficients. 


ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DE    LA    DOUBLE    RÉFRACTION.  26^ 

Mais  la  discussion  se  simplifie  beaucoup  en  procédant  dans  un  ordre 
un  peu  difTérent. 

Premières  conditions  à   remplir. 
(9,16  solutions  possibles.) 

G.    l'our  (jue   le  polynôme  A'  (G  bis)  soit  divisible  par  o    et,    par 
suile,  par 

G  =  ( h-  —  or )  (  c-  —  C0-)  /- 

+  {c-  —  oj-_)  (a-  —  (.o-)//}-  -i-(a-  —  M- )  { //-  —  (h- ), 

il  l'aul  d'abord  que  le  coefficient  de  /"  dans  le  dividende,  c'esl-à-dire 

(a  —  co- ;  (h'  —  W-)  (  g  —  co^  ). 

soit  divisible  par  le  coefficient  de  /-  dans  le  diviseur,  c'est-à-dire  par 

(h-  —  L-j- )  (  c-  —  co- j. 

Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  de  six  manières,  à  savoir  pour  les  va- 
leiu's 

g=l>\  h=c=    )     ,      ,.      . 

1  a   arbitraire. 

l    g  =  c-,  h'=b-   ] 

]  a  =  b-,  g  =  c-   ] 

(8  )  <  h'  arbitraire, 

1   a  =  c-,  gz=  b-   ] 

f  a  =  b-,         h'=  c-   ) 
'  g  arbitraii-e. 

a  =  c-,         h  —  b'  } 

Si  1  on  exprime  de  même  que  le  coefficient  de  m"  dans  A'  est  divisible 
par 

(c-  —  M- )  (a-  —  0J-), 
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on  obtient  six  paires  créqualions  analogues,  à  savoir 


(8') 


et  enfin,  si  l'on  exprime  que  le  coefficient  de  «"  est  divisible  par 

(a-  —  (x)-')(b-  —  C0-), 
on  obtient  de  même  les  six  systèmes  de  valeurs 


h  =  a". 

b  arl)itraire, 

b  =  a\ 

h  =  cr 

h  =  c"- 

f  arbitraire, 

b  =  c-, 
b  =  a-, 

h  arbitraire, 

f  =  rt-,  g'  =  b- 

{=b-,  g  =  a- 


C  arbitraire, 


I  c  =  a'-,        f  —  ly-  ] 

(8")  \  g'  arbitraire, 

\   c  =  b-,  f  =  a-   ' 

C  =  cr,  g'=b'   ]  . 

;  I  arbitraire. 
C  =  b-,  g'  =  a"   ' 

On  satisfera  à  la  triple  condition  de  la  divisibilité  des  coefficients  de 
/*,  m°,  /?"  dans  le  dividende  respectivement  par  ceux  de  /-,  m-,  rr  dans 
le  diviseur,  en  prenant  simultanément  l'un  quelconque  des  six  systèmes 
de  valeurs  (8)  avec  Tun  de  ceux  de  (8')  et  l'un  de  ceux  de  (8"\  ce  qui 
fournit  (>'  ^  2  iG  solutions. 

Thkorème  IV.  —  Les  deux  cent  seize  solutions  se  divisent  en 
inngt-sept  groupes,  dont  ehacu/i  fournit  une  seule  expression  fjour 
la  vitesse  de  l'onde  obscure. 
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Chacune  des  deux  cent  seize  solutions  détermine  six  des  neuf  con- 
stantes 

a,     b,     c;     f,     g,     h;     f,     g',     h', 

et  laisse  les  trois  autres  ontièreinenl  arbitraires. 

Les  trois  coefficients  restant  arbitraires  sont  nécessairement  groupés 
ainsi  :  un  de  ceux  a,  h',  g  indiqués  comme  arbitraires  dans  (8);  un 
de  ceux  b,  f,  h  indiqués  comme  arbitraires  dans  (8'),  et  enfin  un  de 
ceux  indiqués  comme  arbitraires  dans  (8"). 

Si  Ton  écrit 

a,      h',     g, 

h,      b,     f, 
g',     f,      c, 

il  y  a  vingt-sept  groupes  de  trois  lettres  prises  chacune  dans  Tune  des 
lignes  horizontales.  Ce  sont  les  vingt-sept  groupes  composés  chacun 
de  huit  solutions  comprenant  les  mêmes  trois  arbitraires. 

Si,  par  exemple,  on  laisse  a,  b,  C  arbitraires,  on  peut  combiner  de 
huit  manières  les  deux  premières  lignes  d'équations  fournies  respecti- 
vement par  (8),  (8'),  (8");  et  de  même  pour  chaque  groupe  donné 
d'arbitraires.  Mais  quelle  que  soit  celle  des  huit  solutions  cpi'on  choisit 
dans  un  groupe,  il  se  trouve  que  l'équation  (7  è«.s)  fournit  la  même 
vitesse  pour  la  troisième  onde.  Si  on  laisse  a,  b,  c  arbitraires,  quelle 
que  soit  celle  des  huit  solutions  correspondantes  cjuc  Ton  adopte,  on 
li-ouvc 

co-  =  a/"  -f-  h  m"-  -+-  c/i' 

et  généralement,  si  a,,  c/..,,  a,  sont  les  trois  coefficients  laissés  arbitraires 
(a,  étant  a,  h',  ou  g;  c/..,  étant  b,  f ,  ou  h;  a,  étant  c,  g',  ou  f),  la  vi- 
tesse de  la  troisième  onde  sera 

co-  =  a,  /-  +  y.., m-  -+-  y.^n^. 

Il  n'y  a  donc  que  vingt-sept  expressions  distinctes  possibles  pour 
cette  vitesse,  chaque  expression  convenant  à  huit  solulioiis. 
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Six  seulement  des  cleii.r  eenl  seize  soliilions  préeédenles. 
pliysiq  II  émeut  a  dm  iss  ib  les . 

7.  Au  point  de  vue  purement  analytique,  les  deux  cent  seize  solu- 
lious  dont  il  vient  d'être  parle  seraient  toutes  admissibles.  Il  n'en  est 
pas  de  même  au  point  de  vue  physicpie.  Rien,  en  effet,  ne  distingue 

les  trois  indices  de  réfraction  — ;i  -p;)  —  du  cristal.  Par  suite,  les  éciua- 

a-    b-    c-  ' 

tions  différentielles  doivent  présenter  une  composition  symétritjue  par 

rapport  aux   trois  plans  coordonnés.   A  ce  point  de  vue,  les  quinzi- 

coefficients  se  divisent  en  cinq  groupes,  à  savoir  : 


('") 

(2°) 

{^") 

(A") 

(■:?) 

a. 

b. 

c; 

f. 

g- 

h; 

f  S 

g- 

h  : 

a. 

p. 

y; 

a'. 

P'. 

T  • 

Dans  chaque  groupe  on  passe  d'un  coefficient  aux  deux  autres  par 
une  permutation  tournante  des  axes,  et  comme  rien  ne  distingue  les 
trois  axes,  le  premier  coefficient  de  chaque  groupe  étant  une  certaine 
fonction  de  a-,  b'-,  c-,  les  deux  autres  s'en  déduisent  par  des  permuta- 
tions de  ces  lettres. 

De  là  résulte  que,  dès  que  l'on  a  choisi  une  des  six  solutions  du 
premier  de  l'un  des  trois  groupes  d'équations  de  condition  écrites 
plus  haut,  la  solution  correspondante  à  adopter  dans  chacun  des  deux 
autres  groupes  s'ensuit,  de  sorte  qu'au  point  de  vue  physique  les 
6''  solutions  trouvées  se  réduisent  à  six,  savoir  : 

Solution  A. 
I    f=f'  =  n^   j 
J  g  =  g'^=^"   /  ^'  b.   c  arliilraires. 


(9) 
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Solution  B. 

g=f'^c-    ,   a,  b.   c  aibitiaires. 
I    h  —  g'=«-  I 

Solution  C. 
a=   î  =  b'-  \ 

b=:  g:=c--       f,  g',  h'  arbitraires. 
C  =  h  =  «-  ; 

I  Solution   D. 

ja=h  =  c-^  1     , 

I  b=    f  ^  (2-    .  f ,  er  .   h.'   arbitraires. 

c=  g  =  ^-  ; 

Solution  E. 
a  =  f  =  c-    I 
b^g'=:a-    •  f,   g,   h  arbitraires. 

Solution  F. 
a=g'=6^   , 
b=h  =(■-       f,  g,   h  arbitraires. 


La  vitesse  de  l'oncle  obscure,  d'api'ès  (  -  bis),  est,  à  savoif 


(lO) 


Solutions  A  et  IJ. 
)-^:  a/-T-b»i--i-  C/'-. 

Solutions  C  f^  D. 
>-=rh'/--l-  f  «(■-  -H  g'/i- 

Solulions  E  e,'  1". 
j*^  g/-  -^  h"i--t-  f //-• 
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Conditions  lestant  à  /-emplir. 

8.  Les  conditions  précédentes  déterminent  six  des  quinze  coefli- 
cients  entrant  dans  les  équations  différentielles  (G)  qu'il  s'ati^it  de  con- 
stituer. 

Les  neuf  autres,  à  savoir 

a,      ?,     y;     î^-''      I^''     Y'^ 

et  les  trois  restés  arbitraires  dans  les  expressions  (9)  doivent  encore 
satisfaire  aux  conditions  (5). 

Ces  conditions,  en  appelant  co-  la  vitesse  de  la  troisième  onde  et 
en  vertu  de  (7  bis),  peuvent  s'écrire 


(n) 


y.rj.' m'-  n-  -+-  p[il'/<"  l'  +  yy' /-//?- 

.  AB  -f-  BC  +  CA 

=  ;    —  a)-[(i--|- «-)/-  +  (  c-'-H  a'-)m'-  -h(a--h  b-)n'-\ 
[   —  (b-c-l-  -+-  c'a-  m'-  4-  crb-  ir  )((-  -\-  m'-  -h-  n-  ), 

(12)  _  (  Aaa'/«-/r-t-  Bp^'/r /- 4-  O-'Z-m-—  ABC 

(  (       -h(3i-(b''C- 1'-  + c'-a-ni--\- cr  b'- ri-){l--\- nr-h //-). 

Il  reste,  dans  ces  équations,  à  remplacer  A,  B,  C  et  co-  par  leurs 
valeurs  (7),  (9)  et  (10).  Ces  valeurs  changent  avec  les  solutions. 

SoliUion  A. 
(Elle  fournil  2  x  se'  manières  d'obtenir  la  surface  de  Tonde  de  Fresnel.) 

9.  Les  équations  (7)  et  (9)  donnent 

A  =  a/-  H-  c-nï-  -+-  b'-n'\ 
B  ==  c"  /-  +  b//r  -I-  cr  n-, 
C  =  b'- 1-  -h  a" ni-  +  c//'. 
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El,  en  ayant  égard  à  la  première  expression  (lo)  de  oj-,  on  voil 
de  suite  que  dans  la  première  des  équations  (i  i)  les  termes  de  /',  m'', 
n*  disparaissent  d'eux-mêmes  et  que  le  coefficient  de  m- n'-  dans  le 
second  membre  se  réduit  à 

(b  —  a-)(c  —  a-), 

d'où  Ion  déduit  la  première  des  équations  suivantes,  les  autres  étant 
symétriques, 

/   aa'  =  (b  —  «-)(c  —  a-), 

(i3)  ■        >^'  =  (c-Z.^)(a-^^), 

(  YY'  =  (a-c=)(;b-  C-), 

comme  nécessaires  et  suffisantes  pour  satisfaire  à  l'équation  (i  i). 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  et  celles  de  A,  B,  C,  co-  dans  l'équation  (  1 2), 
on  vérifie  de  suite  que  les  termes  en  Z°  et  /'/«'-  se  détruisent  et  que, 
par  suite,  il  en  est  de  même,  par  symétrie,  de  tous  les  autres,  sauf 
celui  en  l-m-rr.  Le  coefficient  de  ce  dernier  devient,  après  quelques 
réductions  et  groupements  de  termes, 

(a  —  b'-)i\i  —  c-)(c  —  a-)  -+-  (a  —  o=)('b  —  a-)(c  —  b'-). 

Donc  l'équation  (12)  est  satisfaite  par  la  seule  condition 

1   aSy  -1-  a' S' y' 

(        =(a— ^-)(b  —  c^)(c— a-)-(-(a^  c-)(b  —  «-jfc  —  ^=). 

rSous  avons  ainsi  satisfait  à  toutes  les  conditions  du  problème,  et  la 
solution  A  : 

1°  Détermine  entièrement  six  des  quinze  coefficients  qui  entrent 
dans  les  équations  différentielles,  à  savoir 

f=  r=a-, 

g  =  g'=b-, 
h  =  h'  =  c-  ; 

Jouin.  de  Math.  (.',•  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  1888.  -'O 
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2"  Laisse  cnlicremcnl  arljilraircs  trois  autres  coefficients,  à  savoir 

a,     b,     c; 

3"  Établit  entre  les  six  coefficients  restants  a,  [3,  y;  a',  p',  Y  quatre 
lelations,  à  savoir,  celles  (i3)  et  (i4).  Ces  quatre  équations  permet- 
tent d'exprimer  les  six  coefficients  dont  il  s'agit  en  fonction  de  deux 
constantes  arbitraires,  de  sorte  que  cette  première  solution  comporte 
en  tout  cinq  constantes  arbitraires.  Il  y  a  plus,  on  peut  satisfaire  aux 
(jquations  (i3)  et  (i4)  de  deux  irianières.  En  effet,  les  équations  (i3) 
donnent 

=  (a  —  /'')(b  -  c'-)(c  — a=)x(a  -  c-)(b  -a-}(c  -  //' )• 
Celte  ccjuation  combinée  avec  l'équation  (i 4)  donne  les  deux  solutions 

a'p'Y'  =  (a-  c-)(b-  «')(c-  b- ) 


^""^  '      aflY=(a-^=}(b-  c=)(c-/'r) 

ou 

/  a'p'Y'  =  (a  — ^-)(b— c-)(c  — a-). 

^""^  (     apY=(a-c^')(b-«')(c-^'^), 

D'ailleurs,  si  X,  a,  v  sont  trois  constantes  arbitraires,  on  tire  de  (i5) 

,.l(i3) 


U7) 


de  (^iG)  et  (i3), 

X     ,  ,,  ,  ,        X   ,  ., , 

I  a  =  -  (b  —  «■),  Cf.  —  -  [c  —  a-), 

{ ■  7  bis)  f;  =  ^^  (  c  -  //O,  ?'  =  y'  (a  -  b'), 

1  Y=  y(a-c=),  Y'=.I(b-c=). 


/             X   .   ,          .,. 
a  =  -  (c-  —  a-), 

X    ,, 
a  =  -(b  — a-), 

p  =  ^  (a  -  ^= ,), 

|î' =  ^  (C  -  ^;^). 

(y=y  (b-c^^). 

y  =  J  (a-c^); 
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La  solution  A  se  dédouble  ainsi  d'après  les  valeurs  (17)  cl  (i  7  A/.s) 
des  six  constantes  a,  ^,  y;  a',  [3',  y'. 

Les  valeurs  de  f,  g,  h,  f,  g',  h'  sont  communes  aux  deux  solutions, 
et  celles  a,  b,  C  restent  arbitraires  dans  Tune  et  Tautre.  Nous  désigne- 
rons par  A,  et  Aj  les  deux  solutions  résultant  respectivement  des  va- 
leurs (17)  et  (17  bis),  et  alors  les  équations  difTérenticUes  cherchées 
deviennent  définitivement: 

Solution  A,. 

àt-  dj;-  dy-  dz'-         X  ^  dx  <jy        l  ^  '  Oic  ôz 

à'- 1'        ,      0-  (■  ,  à-  V 


•^     j    ôl-  djc-  ày-  àz-         [x^  ^  dydx        ;jl  ^  "jo 

'''7 


-t;t  =  0- -r~,  -h  a- ^--   -H  C  T-r  H-  -    a  — /'-) --— -  -I- -  (b  —  a-) -p-j- 
d^-  Jj-'-  àv  oz-  V  '  Oz  dx         V  "-  ^  ();d)' 


Sol  II  lion  A.,. 

dl-              dx-              dy-              oz-  k  ^  '  dx  dy  k  -  dx  dz 

^   -'^     1    dt-             dx-              dy-              dz-  |x  ■  ^  dy  dx  \x^  ^  dzdy 

();-               c)j^^               dy-              dz-  V  -^  r);  dx  v  ^  rb  </>' 

D'après  l'expression  (10)  de  la  vitesse  de  la  troisième  onde,  on  voit 
donc  que  sur,  les  cinq  constantes  arbitraires  a,  b,  c;  X  :  |ji  :  v  entrant 
dans  les  deux  solutions. obtenues,  celles  a,  b,  c  servent  à  caractériser 
la  troisième  onde.  Elles  sont  nulles  si  l'on  suppose  la  vitesse  de  cette 
onde  nulle;  les  deux  solutions  deviennent  alors  identiques. 

Cette  troisième  onde  n'a  jamais  été  observée.  Il  ne  s'ensuit  pas 
toutefois  qu'on  puisse  d'emblée  faire  a  =  b  =  C  =  o;  si  a,  b,  C  sont 
négatifs,  la  valeur  (20)  de  cd  est  imaginaire  et  la  troisième  onde 
n'existe  pas. 

Quant  aux  deux  rapports  X  :  jj.  :  v,  ils  influent  évidemment  sur  la  di- 
rection du  vecteur  lumineux  (vibration  lumineuse  dans  la  théorie  or- 
dinaire) et  montre  qu'//  n'y  a  pas  que  des  vibrations  situées  dans  le 
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plan  de  polafisalion  ou  perpendiculaires  à  ce  plan  qui  fournissent 
la  surface  de  l'onde  de  Fresnel,  mais  des  infinités  d'autres  direc- 
tions. 

jVous  reviendrons  plus  loin,  d'une  façon  spéciale,  sur  la  direction  du 
vecteur,  sur  laquelle  il  peut  se  faire  qu'influent  non  seulement  les  con- 
stantes X,  [/.,  V,  mais  aussi  celles  a,  b,  C.  Les  premières  n'influent  pas 
sur  la  vitesse  de  Tonde  obscure;  d'ailleurs  aucune  des  cinq  n'influe  sur 
la  vitesse  des  ondes  lumineuses  :  c'est  par  cette  condition  qu'elles  sont 
obtenues;  mais  il  arrive  parfois  que  toutes  les  cinq  influent  sur  la  di- 
rection des  vecteurs. 

Solution  B. 
(Elle  fournil  aussi  2  x  3c°  manières  d'arriver  à  la  surface  de  Tonde  de  Fresnel.) 

10.  Les  équations  (9)  déterminent  les  mêmes  coefficients  f,  g,  h; 
f,  g',  h'  que  dans  les  solutions  précédentes,  mais  par  des  valeurs  dif- 
férentes, à  savoir 

j  f  =  g=c=, 

(20)  .g=h  =  a-, 
(h'=      =6-. 

Les  équations  (-)  donnent  par  suite 

[A=    a/- -I- a- (/??.- -h  «-), 

(21)  )  B  =  \im-'  ^h-{  n-^    /-), 
[  C  =    en-  -H  c-(   /-  -H  m-). 

En  portant  ces  valeurs  et  celle  de  w-  donnée  par  la  première  (  ro) 
dans  (11),  on  reconnaît  que,  pour  v  satisfaire,  il  faut  et  il  suffit  ([ue 

'  aa=  (a  -  /'^)(b  —  a-), 

(22)  U;î'  =  (b-cO(c  -^>^), 


7'  =  (c-a=)(a    ~c'-). 
Lu  portant  ces  valeurs  et  celles  ci-dessus  dans  (i  2j,  on  reconnaît  de 
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même  que,  pour  la  satisfaire,  il  faut  et  il  suffit  que 

(  a^y  +  a'p'y'  =  (a  —  //-)(b  -  '",)(c  —  cr) 

et  de  là  on  tirera,  comme  précédemment,  \,  a,  v  étant  trois  constantes 
arbitraires,  soil 

(24)  j^  =  J(a-c=),        p'=5(c-«=), 

'  )  ) 

a=-(b  —  c- ),         a'=-(c  — &-), 

(25)  !:  r^  =  l(c-a'),        [3' =  ^J(a  -  c=  ), 

On  arrive  ainsi  à  deux  solutions  B,  que  nous  appellerons  les  solu- 
tions B,  et  Bo,  et  qui,  comme  les  solutions  A,  et  A^,  comportent  cha- 
cune cinq  constantes  arbitraires. 

Solution  B,. 

^       '   j  at^  a  y-  \dz-  ojc- J        \i.  -  -'  Oy  a-        \).  •  ^  <)y  oj- 

f  i)-i\-  ô-iv         „  fd-iv       d-w\       |j.  /  ,^    (T-u         X  ,,  ,v    ()'^c 

i    dt-  dz-  \ôx-         Or^  I        -'^  ^  ôzOjc        V   ■  ^  Oz  ÔY 


Solution  Bj. 


(^7)  ;  ,-7r  =b^.  -f-^-(-^  +  5;^.)-+--(b-c-)5^  +  -(b-«^),-^^ 
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La  Iroisième  onde  a,  comme  clans  la  solution  prcccdcnle,  la  vitesse 

ùj-  =  a/-  -f-  hm^  -+-  en-  ; 

mais  ici  les  deux  solutions  restent  distinctes,  même  si  l'on  suppose  la 
vitesse  de  la  troisième  onde  nulle. 

Solution  G. 
(Elle  comprend  2  x  x-  manières  d'arriver  à  la  surface  de  Tonde.) 

II.   La  solution  C  laisse  indéterminées  les  constantes  f,  g',  h   et 
détermine,  par  les  formules  (9),  les  six  constantes 


c  =  h  =  a-. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  expressions  (17),  on  aura 

A  =  b^l^  -^-  a- m-  -+-  g' ri', 
B  =  h'/-  +  c'^rn-  -^-  b- rr, 
C  =  c-/-  -f-  f'w-  +  a'- rr. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  (10), 

w-  =  h'/-  -H  f'rn-  +  g'n''. 

Portant  ces  valeurs  dans  (11),  on  reconnaît  que  le  second  membre 
devient  identiquement  nul,  pourvu  que 

I  aa'=(f' —  a-)(g'-  a'), 

(0;,)  hi;i'=(g'-/r)(h'-/r), 

fYY'=(h'-c^)(f' -^.-). 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  le  second  membre  de  fia),  on  rccon- 
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naît  que  les  termes  en  /%  m'',  n''  sont  nuls.  Celui  en  /*  m'-  se  réduit  à 

(jui  ne  peut  être  nul  que  pour  f  =  c"  ou  h'=  c'-.  La  première  de  ces 
valeurs  entraîne,  par  symétrie,  g'  =  a-,  f  =  i-  ;  mais  ces  valeurs  de  f , 
g',  h',  jointes  à  celles  (28)  de  f,  g,  h,  montrent  que  la  solution  ainsi 
obtenue  rentrerait,  comme  cas  particulier,  dans  celle  B. 

Reste,  pour  satisfaire  à  l'équation  ci-dessus,  la  première  des  équa- 
tions suivantes,  les  autres  en  étant  déduites  par  symétrie, 

C^o)  h'=c-,         f'=a-,  g'=b'-. 

Par  suite,  les  équations  (29)  deviennent 

(3.)  aa'=p;i'  =  YY'=o. 

Moyennant  les  valeurs  (3o)  et  (3i),  tous  les  termes  du  second 
membre  de  (12)  disparaissent,  sauf  celui  en  l^m^n^,  et  l'on  trouve 
définitivement  que  cette  équation  est  aussi  satisfaite,  pourvu  ([uc 

(32)  aj^Y  +  a'p'Y'=  (a-  -  c-)(b-  -  a^){c-  -  h-). 

Les  équations  (3  t)  cl  (32)  donnent,  en  désignant  toujours  par  A,  \x, 
V  trois  constantes  arbitraires,  l'une  des  deux  solutions  suivantes  : 

<='■  =  ?  =  Y  =  "' 


(33) 


(33  bis) 


y.  —  -  (a-  —  c-  ), 


Y'=^(c=-^=), 


?  =  ^(c^-6^), 
H-  /    •>  0  \ 
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Avec  les  valeurs  (28),  (3o),  (33),  (33  bis),  la  solution  C,  se  dé- 
douhlanl  comme  les  précédentes,  fournit,  pour  les  équations  difïéren- 
liellos  (G),  les  deux  systèmes  suivants  : 

Solution  C.. 


(34) 


=  ^=l^" 

„  d-  Il         ,0  à-  Il 
+  a-  -^,-  -h  0-  ^-r 

+ 

l(^=- 

—  r-  

dy-             dz.^ 

+ 

1^^ 

dy  dx 

dr-             dz- 
Solulion  Cj. 

+ 

■i(a'- 

(Pu 
di- 

dx- 

ôv-              Oz- 

-H 

IC'- 

<r-v 
ùt' 

_    2^ 
dx- 

0  (T-  c          j^ô-  c 
(>>'-              dz- 

+ 

lil'-- 

-'')ôTô-z 

dt- 

2  d-w 
dx^ 

dy-              dz- 

-1- 

'('■- 

-b^-)f-" 

^  dz  àx 

(35) 


i|ui.  au  lieu  de  renfermer  chacune  cinq  constantes  arbitraires,  comme 
les  solutions  A,,  A,,  B,,  B^,  n"en  renferment  que  deux,  ^  savoir  les 
rapports  X:  u.:  v. 

La  vitesse  de  la  troisième  onde  devient,  à  cause  de  (3o), 

(  3G  )  CD-  =  c-  /-  -i-  a'-  m^  -+-  b-  « ■ . 

Solution  D. 
(Elle  comprend  2  X  oc-  manières  d'arriver  à  la  surface  de  l'onde.) 

12.  Si  Ton  opère  exactement  de  la  même  manière  sur  les  valeurs  (<)) 
relatives  à  la  solution  D,  on  trouve  de  même  deux  solutions  à  deux 
constantes  arbitraires,  à  savoir  : 


Solution 

I).. 

c^ 

(du, 
\dx- 

^ 

d- 1,  \ 
dy-  ) 

!  +  «= 

.d'u 
dz'- 

a- 

-1- 

d'^-\ 

dz^  ) 

|  +  i= 

,dU- 
dx' 

b' 

\dz^ 

+ 

d-w\ 
àx-  j 

1  +  c- 

d'^v 
dr' 

'^'"         ^^{d-u         d-ii\    ,      ^d-u         ''  /    .,        ,o\   d-iv 
W 

d' 
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Solution  D,. 
(jl-  \0x-  Oy- J  ôz-  /^  ^  J.rJv 

\    ôi-  \  ()z-  O.r- J  à  y-  ''  ^  ^OzOx 

Les  coefficients  f,  g',  h'  qui  ciUrcnt  dans  l'ôcjualion  de  la  vitesse  de 
la  troisième  onde  prennent  des  valeurs  déterminées,  en  sorte  que  It 
carré  de  cette  vitesse  est 

co-  =  h'- 1^  -+-  c- m-  -+-  a'-  n'- . 


Solutions  E  et  F. 
(Elles  ne  donnent  rien  de  nouveau.) 

13.  Les  valeurs  trouvées  par  f ',  g',  h'  dans  les  solutions  C  et  D  sont 
respectivement  celles  que  donnent  les  équations  (9)  pour  les  solutions 
F  et  E.  Il  en  résulte  que  celles-ci  fourniraient  pour  f,  g,  h  les  mêmes 
valeurs  que  celles-là  et  conduiraient,  par  suite,  aux  mêmes  équations 
différentielles.  Ainsi  les  solutions  E  et  F  coïncident  nécessairement 
avec  celles  C  et  D. 

Exclusion  des  solutions  G,,  G,;  D,,  D,. 

1-4.  Les  solutions  C,,  C^;  D,,  D^  elles-mêmes  sont  pliysiquement 
inadmissibles.  En  effet,  dans  la  première  des  équations  dillérentielles, 
(34)  par  exemple  (solution  C),  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  terme 

en       '■    mancjue  plutôt  que  celui  yr^!  il^  devraient  manquer  l'un  el 

l'autre  ou  y  être  tous  deux. 

De  même,  il  n'est  pas  admissible  que,  dans  cette  écjuation,  le  coefii- 

cienl  de  y4  ne  soit  pas  une  fonction  symétrique  des  deux  quantités  b" 
el  C-. 

Joiirn.  de  Math.  (\'  série),  tome  IV.—  Fasc.  III,  1888.  ^7 
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Lexpression 

co-  =  ç- 1-  -t-  a-  iir  -f-  b-  rr 

de  la  vitesse  de  la  troisième  onde  est  également  inadmissible,  comme 
dissymétriquement  constituée. 

On  conçoit  que  les  coefficients  qui  expriment  cette  vitesse  restent 
arbitraires  comme  dans  les  solutions  A, ,  A.,  ;  B, ,  B,  ;  mais,  s'ils  sont  dé- 
terminés en  fonction  de  a^,  b-,  c",  il  faut  que  celui  de  /-  soit  symé- 
trique en  b'-  et  c'-;  celui  de  m-  en  c-,  a-;  celui  de  /r  en  a^,  b'-.  C'est  ce 
qui  n'a  pua  lieu. 

Les  mêmes  motifs  de  rejet  existent  à  l'égard  des  solutions  C^,  D, 
et  D,. 

Solutions  définitives. 

lo.  Il  ne  reste,  en  définitive,  comme  physiquement  admissibles,  que 
les  quatre  solutions  A,,  A,;  B,,  B^  fournissant  ensemble  4  X  ^^  ni'i- 
nières  différentes  d'obtenir  la  surface  de  l'onde,  puisque  chacune  délies 
comporte  les  cinq  constantes  arbitraires  a,  b,  c;  ).,  u.,  v.    . 

Les  vitesses  des  trois  ondes  ont  les  mêmes  valeurs  dans  toutes  ces 
solutions.  Cela  est  évident  pour  les  deux  ondes  de  Fresnel,  puisque  les 
équations  ont  été  établies  par  celte  condition;  mais  la  troisième  onde 
se  trouve  avoir  aussi,  dans  toutes  ces  solutions,  l'expression 

(39)  co-  =  a/--i- b//^-+ c/^-. 

Deux  quelconques  des  4  X  ^^  solutions  peuvent  donc  dilférer  : 

1°  Soit  par  les  valeurs  de  a,  b.  C,  c'est-à-dire  par  la  a  itesse  de  pro- 
pagation de  l'onde  invisible  ; 

2"  l'ar  les  rapports  A  ;  u.  !  v,  c'est-à-dire  par  la  direction  du  vecteur 
lumineux  (vibration  lumineuse  dans  la  théorie  ordinaire),  c'est-à-dire 
par  des  choses  sur  lesquelles  l'observation  n'a  eu  jusqu'ici  aucune 
prise. 

La  surface  de  l'onde  obscure,  c'est-à-dire  l'enveloppe  du  plan 

(40)  Ix  -f-  my  -\-  nz  ^^  (.0^ 
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OÙ  co  est  donné  par  l'équation  (29)  et  où 

(40  .  /■+  «r  +  n-=  1, 

eu-  =  a/-  -+-  hr)/-  -h  en'-, 

est,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître,  la  surface  du  second  degré 

1"  Si  l'on  prend  les  trois  constantes  a,  b,  C  positives,  la  surface  de 
l'onde  obscure  est  un  ellipsoïde,  et  les  vibrations  obscures  pourront  se 
propager  dans  toutes  les  directions. 

1°  Si  une  ou  deux  de  ces  constantes  sont  négatives,  la  surface  de 
l'onde  est  un  hyperboloïde  à  une  ou  deux  nappes,  et  les  vibrations 
obscures  ne  pourront  se  propager  que  dans  les  directions  situées  à 
l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  cône  asymptote. 

3°  Si  a,  b,  c  sont  négatifs,  la  surface  sera  imaginaire  et  les  vibra- 
tions obscures  ne  pourront  se  propager  dans  aucune  direction.  Il  en 
est  de  même  en  particulier  si  a,  b,  c  sont  supposés  nuls. 

On  appelle,  comme  on  sait,  rayon  répondant  à  une  onde  plane  la 
droite  qui  va  du  centre  de  la  surface  de  l'onde  au  point  de  contact  avec 
l'onde  plane.  Ici,  on  vérifie  facilement  que  les  écjuations  du  rayon  rela- 
tif à  l'onde  obscure  sont 

(  h)  7-  =  -^  =  —  =  (.0. 

^      ^  la.        iiih        ne 

Onde  lumineuse.  Rappel  de  quelques  formules. 

16.  Pour  avoir  la  surface  de  l'onde  lumineuse,  il  faut  prendre  Teii- 
veloppe  du  plan  (4o)  en  supposant  que  w  satisfasse  à  l'équation  (7)  de 
Frcsnel  0=0,  c'est-à-dire 

(-1-1  )  — .  +  — — r>  +  ~ ï  =  o- 

On  retrouvera  ainsi,    par   des   méthodes   données    dans   tous    les 
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Trailés,  la  sui'face  de  Fresiicl 

(45)  -,^  +  ^^  +  ^^  =  1, 


(40)  i--  =  x'  +  y-^  Z-. 

Les  équations  bien  connues  du  rayon  lumineux,  répondanl  à  une 
onde  dont  la  vitesse  de  propagation  est  co,  sont 


(47) 


où 

(47A/.y)  '|  =  oj(to-- /•-). 

A  chacune  des  deu\  racines  de  l'équation  (44)  répond  ainsi  un 
rayon. 

Les  cosinus  de  direction  de  la  projection  du  rayon  lumineux  sur  le 
])lan  de  Tonde  sont  proportionnels  aux  trois  quantités 

/                   m                   II 
(4?  t(^i')  — i'  ■  71 «■>     —■ ;• 

X    ■  /  /  fl-  (11-  II- (il-  /■■- (II- 


Les  cosinus  de  direction  d'une  droite  perpendiculaire  au  rayon  et 
située  dans  le  plan  de  Tonde  sont  proportionnels  à 

,  , ,,                                       c-  —  II-           n-  —  C--           h-  —  a- 
('\^)  ■ 1 '       ^T— '      7. 


(u- Ù' 


La  noiniale  au  plan  de  Tonde  et  les  deux  directions  définies  par 
(4;  /''/■)  et  (  '[«S  )  forment  un  système  d'axes  rectangulaires,  comme  on 
le  xérilic  aisément. 
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Nous  ajouterons  la  formule  suivante  : 

/-  m-  II-  I 


(48  bis) 


{a- — tu-)-  [ù- — (xi-)-  (c-  —  to-)-  (o-(/'- —  (o-) 


Plans  de  polarisation  (de  Fresnel).  Plan  de  polarisation  radial. 
Plan  normal. 

17.  On  sali  que  Fresnel  a^iT^eWe plan  de polarisalioii  li'  plan  mené 
par  la  normale  à  Fonde  perpendiculairement  à  celui  qui  prfijcUe  le 
rayon  lumineux  sur  le  plan  de  Tonde. 

C'est  donc  le  plan  mené  par  la  normale  à  Fonde  et  la  direction  (  '|8). 

Nous  appellerons  ce  plan  le  plan  de  polarisation  de  Fresnel  ou 
simplement  le  plan  de  polafisalion,  et  nous  appellerons/) /an  de  pola- 
nsalion  i-adial  le  plan  mené  par  le  rayon  lumineux  perpendiculai- 
rement à  celui  qui  projette  ce  rayon  sur  le  plan  de  Fonde,  c'est-à-dire 
le  plan  défmi  par  les  directions  (47)  et  (48). 

Les  cosinus  de  direction  de  la  normale  à  ce  plan  sont  proportion- 
nels à 

,  ,  ,^         ,                                    a- 1              Ij-  m              c-  n 
(48 /cr)  ~ i>      ^^ 77,,      — :> 

comme  on  le  vérifie  aisément  à  l'aide  des  expressions  précédentes  -et 
de  Féquation  aux  vitesses  des  ondes  (44)- 

Nous  appellerons /?/a«  noz-maZ (plan  de  normalisation  de  M.  Cornu) 
le  plan  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  polarisation,  c'est-à-dire  le 
plan  déterminé  par  le  rayon  lumineux  et  la  normale  à  Fonde. 

Nous  rappellerons  que  : 

1°  Selon  Fresnel,  la  vibration  lumineuse  est  perpendiculaire  à  son 
plan  de  polarisation.  Elle  coïncide  donc  avec  la  projection  (47  ter)  du 
rayon  lumineux  sur  le  plan  de  Fonde. 

2°  Selon  Mac  Cullagh,  Newmann,  Lamé  (Cauchy  dans  partie  de 
ses  Mémoires),  >L  ^Lassieu  et  généralement  dans  toutes  les  théories 
où  l'on  regarde  Féther  comme  un  milieu  élastique  homogène  et  hétéro- 
trope,  la  vibration  est  dans  le  plan  de  Fonde,  mais  à  angle  droit  sur 
celle  de  Fresnel,  c'est-à-dire  suivant  la  direction  (  '18),  inlerscclion  des 
deux  plans  de  polarisation. 
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3°  Selon  Maxwell  (Théorie  électromagnétique)  et  selon  M.  Sarrau 
qui  fait  la  théorie  élastique  en  supposant  Téther  isotrope,  mais  pério- 
diquement hétérogène,  la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  de  po- 
larisation radial,  au  heu  de  l'être  au  plan  de  polarisation  de  Frcsnel, 
c'est-à-dire  qu'elle  a  la  direction  (48  ic?-). 

Cette  direction  est,  en  général,  très  voisine  de  celle  de  Fresnel,  les 
trois  indices  de  réfraction  des  cristaux  étant,  en  général,  peu  diffé- 
rents. 

M.  Boussinesq  arrive  approximativement  au  même  résultat  en  re- 
Hardant  Féther  comme  homogène  et  isotrope,  la  matière  pondérable 
étant  censée  participer  au  mouvement  qui  détermine  la  lumière. 

Vecteur  principal;  vecteurs  dérnés. 

18.  On  obtient,  comme  nous  l'avons  dit  en  commençant,  des  gran- 
deurs ^^,  V,  w  proportionnelles  aux  cosinus  de  direction  du  vecteur  ré- 
pondant à  une  onde  plane  qui  se  propage  avec  une  vitesse  co,  dans  la 
direction  définie  par  les  cosinus  /,  m,  n,  en  remplaçant  dans  les  équa- 
tions différentielles  les  symboles 


(«) 


D'ailleurs,  si,  dans  les  équations  différentielles  (tS)  et  (19)  du  n°  7 
et  celles  (2G)  et  (27)  du  n°  9,  répondant  respectivement  aux  quatre 
solutions  A|,  Ao,  B,,  B.,  on  pose 

(49)  "=xU>         "=;.^''        a-=^W, 

les  coefficients  A,  \j.,  v  disparaîtront. 

Nous  appelons  le  vecteur  auxihaire,  dont  les  projections  sur  les  axes 
de  coordonnées  sont  U,  V,  W,  le  vecteur  principal,  et  ceux  dont  les 
projections  sont  u,  p,  w  pour  diverses  valeurs  des  constantes  arbi- 
traires X,  (JL,  V,  les  vecteurs  dérivés  du  vecteur  principal. 


d- 

d' 

W 

d- 

ôi- 

■spectivement  par 

l'\ 

m-, 

n\ 

W-. 
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11  suffit  d'ailleurs  d'étudier,  pour  chaque  onde,  la  direction  du  vec- 
teur principal;  car,  à  chaque  direction  de  ce  vecteur  répond,  pour 
tout  système  de  valeurs  des  constantes  X,  p.,  v,  une  direction  corres- 
pondante de  vecteur  dérivée.  Si  l'on  considère  la  surface  du  second 
degré 

\x'-  -+-  u.y-  -\-vz-  =  const., 

il  suffit,  par  le  centre  de  cette  surface,  de  mener  une  parallile  au  vec- 
teur principal  jusqu'à  son  intersection  avec  cette  surface,  et  le  vecteur 
dérivé  sera  normal  à  la  surface  au  point  ainsi  obtenu. 

Ceci  posé,  remplaçons  dans  les  équations  différentielles  l\  A  ,  ^^  par 
les  expressions  (49)- 

Va\  posant,  pour  simplifier. 


dx         dy         dz 


\       dx  dy  dz-  ' 

un  aura,  pour  les  équations  diilërentielles  relatives  au  vecteur  piiu- 
cipal  : 


(.5.) 


(J2) 


Solution  A,. 

ôt- 

d^V    ,      „    d     A)U        d\\        j.    d  fd\y 
~  dx  '^  ^    dy    \dy         dx)        ^    dz  [  dx 

dU\ 
dz)' 

d'-\ 
dr- 

ôn-          .,  d   /d\        d\\\          .,   d   fdU 
~  dy  "^"    dz  [dz         dy  )       ^    dx  \dy 

dx)' 

de' 

dn-        ,0    d   fdW        â\J\          ,    d   fd\ 

=  d^ -^  ^- dl\lï^  -l^.)-''-djA.,-d^- 

Solution  A,. 

d\V\ 
dy  ) 

d'V 
di- 

r)H          ,    d    /dl        d\\        ;.,  d  fdW 
=  ^dl-^  "'  Ty  [jjj-  -  dl-)  -  ^''  Tz  [-d7 

-§> 

d'\ 

di' 

,    Je          ..  d   /dl'        dW  >         0   d   (dl 
dy              dz  \  dz          dy  J             dx  \  dy 

dx) 

d'\\ 

dt- 

de        ,.,   d   /'(AV        dU\          ^   d   fd\ 

=  ''d^.^'''drr[^-iR.)-'''dj'  [-d^ 

dW 

ày  , 
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Solution  B,. 
c>-U        d'r  „  /'.    ,-        dO 

-TT-  =   -; i-  «■     i.  L T- 

01-         Ox  \   '  (j.c 


Solution  B,. 

I   (PU           de          „.    T-         à   {    o  <)U  ,.,  JV         ..  ()W 

^r-j-   =  a  ^; 1-  a-A.>  L r-        «-   -r ^    O'    -. r   C"    -r- 

J^"            dx              -           0.C  \       ôx  Or             az- 


^-       I     (>^  (>>'  -  Oy\       ox  ày  <): 

Et,  si  l'on  fait  les  substitutions  (a)  du  §  18  pour  obtenir  la  direction 
du  vecteur  lumineux,  il  viendra  d'abord 

l    0=     /U+    m\-hfA\, 
(55) 

puis,  en  posant  encore 

( 5(3  )     P  =  nX  -  mAA",  (^)  =  /W  -  n U,  Il  =  m U  -  / V  : 

Solution  A,. 

^  (o-  U   =    /^r  +  c- m  l{  -  A^  n  O, 
(5-)       '   co-Y  =  !7iW  ~  a-/iV  —  (-/R, 

[  co-  AA"  =   //  W  -r-  b'  H)   -  a-  m . 

Solution  A,. 
,    to-  U    =  a  /0       -i~  p-  m  II  —  fr  ni). 
(58)       .   t-y'X   =ù'me+(rnV   -  c-7R, 
co-  A\'  =  c //  0    -f-  //-  /O    -  a-  m  P. 
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Solution  B,. 
/  (co=-a=)U   =/  (T  — a-0), 

(59)  I  (co=-/r)V   =ru(W-b^Q), 

Solution  Bo. 
I    (w^-a=)U   =/   \aQ  -  (a'/i:  ^  h^mY  +  c^\\)l 

(60)  )(co^-^=)Y   =/?7fb0-(a'/U-^6^7?iV  +  c='W)], 
f  (co^  _  ,,2^W  =  «  [c0  -  (a^'/U  ^  6^mV  -^  c-W)]. 

Nous  allons  à  présent  rechercher  les  directions  possibles  du  vecteur 
dans  chaque  solution,  en  commençant  par  cette  dernière. 

Remarque.  —  Pour  les  ondes  parallèles  aux  plans,  deux  des  trois 
composantes  U,  V,  W  sont  toujours  nulles,  c'est-à-dire  que  le  vecteur 
principal  est  toujours  dans  le  plan  de  l'onde.  Il  en  résulte  que,  pour  ces 
trois  espèces  d'onde,  tous  les  vecteurs  dérivés  coïncident  avec  le  vecteur 
principal. 

Solution  Bj. 

(Elle  comprend  les  équations  de  Fresnel  et  celle  de  IMaxwell-Sarrau 

comme  cas  particuliers.) 

19.  Si  l'on  ajoute  les  équations  (60)  multipliées  par  /,  m,  n.  il 
vient 

0(co-'  —  a/"  —  hni-  —  en-)  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  l'expression 

co-  =  0,1-  -\-  hm-  ^  cn- 

de  la  \àtesse  de  l'onde  obscure. 

Laissant  de  côté  cette  onde,  on  satisfait  encore  à  l'équation  ci- 
dessus  par 

0  =  /U  -I-  mV  +  «W  =  G, 

qui  prouve  que  le  vecteur  principal  est  dans  le  plan  de  l'onde. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,   j888.  38 
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Faisant  donc  0  =  o  dans  les  équations  (Go),  on  on  tire 
(Gi)  — i^  =  -—  =  -^—  =  -  (a=/U  +  b'mY  +  c=/AV), 

oj-  —  fl-         to-  —  b-         10-  —  c' 
et  de  là  on  conclut 

a- 1-  b- m-  c- II- 


)-  —  b-  eu-  —  f- 


(D-  «■-  OJ-  i-  (iJ-  - 


T,     ^    O, 


ce  qui  vérifie  que  nous  reproduisons  comme  cela  doit  être  l'équation 
de  la  vitesse  des  ondes. 

D'ailleurs,  les  équations  (Gr)  montrent  que  le  vecteur  principal  est 
la  projection  du  rayon  lumineux  sur  le  plan  de  l'onde,  ce  qui  est  con- 
forme à  riiypotlièse  de  Fresnel. 

Si  l'on  supprime  l'onde  obscure,  le  système  reproduit  donc  complè- 
tement les  résultats  de  la  théorie  de  Fresnel.  Ainsi  les  équations  difTé- 
renticUes  reproduisant  exactement  les  résultats  de  Fresnel  sont  celles 
(27  )  du  §  9,  particularisées  ainsi  : 

a  =  b  =  C  =  o,         A  =  ij.  =  V. 

Mais  les  écpiations  (27)  renferment  une  quintuple  infinité  d'autres 
solutions  pour  lesquelles  le  vecteur  n'est  ni  dans  le  plan  de  l'onde,  ni 
dans  le  plan  de  polarisation,  ni  dans  un  plan  perpendiculaire.  Les  co- 
sinus de  direction  sont  proportionnels  à 

il  \       m  \        Il 


k  hi- —  n-       \i.  (u-  —  b- 
'k,  ij.,  V  étant  des  constantes  arbitraires. 


PROBLEME. 


20.  Parmi  les  directions  en  nombre  illimité  du  vecteur  (jue  donne 
cliacune  de  nos  solutions,  il  en  est  qui  méritent  un  examen  particulier. 
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En  elTel,  le  phénomène  lumineux  est  symétrique  par  rapport  au  plan 
que  (i7)  nous  avons  appelé  normal,  c'est-à-dire  celui  qui  contient  à  la 
fois  la  normale  au  plan,  de  Tonde  et  le  rayon  lumineux.  Il  n'y  a  donc 
pas  de  raison  pour  que  le  vecteur,  quelle  qu'en  soit  la  nature,  cause  de 
ce  phénomène,  soit,  relativement  à  ce  plan,  dans  une  position  plutôt 
que  dans  la  position  symétrique.  11  doit,  par  suite,  être  ou  normal  à 
ce  plan  ou  dans  ce  plan.  La  première  direction  est  unique  :  c'est 
celle  (17)  de  Newmann,  Mac  Cullagh,  Cauchy,  Lamé;  celle  qu'on 
obtient  en  regardant  l'éther  contenu  dans  un  cristal  comme  élastique, 
homogène  et  hétérotrope. 

La  seconde  peut  être  cjuclconque  dans  le  plan  normal.  Il  n'y  a  pas 
de  raison,  en  efTet,  pour  qu'elle  soit  (17)  normale  au  plan  de  polarisa- 
tion, suivant  les  hypothèses  de  Fresnel,  plutôt  qu'au  plan  de  polarisation 
radial,  suivant  les  hypothèses  de  M.  Sarrau  et  celles  résultant  de  la 
théorie  électromagnétique  de  Maxwell,  ou  pour  qu'elle  occupe  une 
autre  position  quelconque,  cette  position  étant  une  fonction  des  direc- 
tions de  la  normale  au  plan  de  Tonde  et  du  rayon.  Cette  fonction,  a 
priori  inconnue,  nos  équations  doivent  nécessairement  en  donner 
l'expression  la  plus  générale.  Les  constantes  arbitraires  qui  peuvent  y 
entrer  n'ont  à  satisfaire  qu'à  une  seule  condition  :  c'est  que,  dans  les 
milieux  isotropes  où  le  rayon  lumineux  et  la  normale  au  plan  de  Tonde 
coïncident,  le  vecteur  doit  être  perpendiculaire  à  leur  direction  commune. 

Ainsi,  pour  chacune  de  nos  solutions,  il  y  a  intérêt  à  poser  ce  pro- 
blème :  peut-elle  fournir  un  vecteur  ou  perpendiculaire  au  plan  normal 
ou  situé  dans  ce  plan? 

Il  est  facile  de  voir  que  la  solution  B,  ne  peut  pas,  pour  une  onde 
quelconque,  fournir  de  vecteur  de  la  première  de  ces  deux  espèces; 
car  le  vecteur  principal  qu'elle  donne  est  toujours  (19)  dans  le  plan 
normal.  Or,  pour  les  ondes  parallèles  aux  plans  principaux,  les  vec- 
teurs dérivés  coïncident  suivant  la  remarque  de  la  fin  du  §  18  avec  le 
vecteur  principal,  quelles  que  soient  les  constantes  À,  a,  v.  On  ne  peut 
donc  pas  disposer  de  ces  constantes  de  façon  à  obtenir  la  direction  du 
vecteur  dont  il  s'agit  pour  des  ondes  parallèles  aux  plans  coordonnés. 

La  solution  B,  fournit,  au  contraire,  au  moins  un  vecteur  situé  dans 
le  plan  normal,  à  savoir  son  vecteur  principal.  Il  s'agit  de  savoir  si  elle 
en  peut  fournir  d'autres. 
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Pour  qu'un  vcclcur  ayant  pour  composantes  u,  v,  w  soit  dans  un 
même  plan  avec  la  normale  à  Tonde  dont  les  cosinus  directeurs  sont 


/.     ni , 


et  la  projection  du  rayon  lumineux  sur  le  plan  de  Fonde  dont  les  cosinus 
directeurs  sont  (17)  proportionnels  à 


/  m 

(0-  —  a-        (-0-  —  ti- 


il  laul  cl  il  suilit  que  le  déterminant 


u 

V 

w 

l 

m 

n 

l 

m 

II 

(U-  —  a-     w-  —  b- 
soil  nul,  ou  que 


(di  bis) 


ou  comme 


Il  (b-  —  c'-)  r  i'  c-  —  a-)         tv  (  «-  —  6-  ) 

— -, + ■  H ^ 

l  m                          n 

oj- —  a'-  (0- —  b-                (.0- —  c'- 


u  \  ^^' 

«  =  ^  j  i   =  -  j  W  =  j 

À  [J.  V 

(  b'-  —  c"-  )  U         (  c-  -  n-  )  \'  (  ft-^  —  b'  )  W 

-, H +  

/  ni  n 


n-  '   OJ- —  b-  w'- —  c- 

ou  simplement,  à  cause  de  (Oi), 

, ,,     .                                  b-  —  c-         <•-  —  a-         a-  —  b- 
(b2)  ^ 1 1 =  O. 

Ainsi,  nous  arrivons  à  celle  proposition  remarquable  qn  il  existe  une 
infinité  de  solutions  autres  que  celles  de  Fresnel,  pour  lesquelles  le 
vecteur  (^vibration  ou  autre)  est  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  polarisation . 

En  désignant  par  h  et  k  deux  constantes  arbitraires  dont  le  rapport 
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seul  interviendra,  on  tire  de  l'équation  (62) 

y  =  /*  -j-  ka-, 

-  =/i-  kb', 

u. 

-  =  h  ~  kc- , 

et,  par  suite,  les  équations  dilTérenlielles  les  plus  générales  fournies  par 
la  solution  B,,  et  satisfaisant  à  la  condition  de  donner  un  vecteur  situé 
dans  le  plan  normal,  sont 

'^  =  a'\,u-^(h^ka')-^(aQ-Q'), 
(63)  j   ^^  =  b^-l,,  +(h  +  kb^)^(hQ-Q'), 

(  1^  =  c=Xa-  ^  (h  +  kc^)l  (c  0  -  0'). 

En  posant 

(^, I        du  i        di'  i       àiv 

1  ^, a-        Ou  b-       dv  c-        ihv 

[  ^  —  /,  _  l;a^  ô^  "^  h  -H  Ab'  dv  "*"  h  ^  kc-  Ih  ' 

La  direction  du  vecteur  est  donnée,  à  l'aide. des  équations  (60),  par 


(65) j—^ = 

^  'a-—(v-         ^  'b-—<u-  'c-— (o- 

Le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  au  plan  de  l'onde, 
ou  le  sinus  de  son  inclinaison  sur  ce  plan,  a  pour  expression 

^  \(h  -^  ka')^^  +  (h  +  kb-')-^,  ^  (h  ^  kc-)  ^^  1, 
K\j  'a-  —  oi-        ^  '  b- — oj^        ^'  '  c- —  txi- \ 
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en  posant,  pour  abréger, 


1'^ = \/(''^  -^  ^--y  (^^ + ('^ + '^■^'y-  [fS^^  +  ('' + ''''y  i^^^^  ■ 

En  écrivant  partout 

//  4-  Acu-  —  Ao)- 

au  lieu  (le  A,  ayant  égard  à  l'équation  aux  vitesses  des  ondes 

/■-  />!-  n- 

-, ;  +  71 :  -I- :.  =  «^ 

a- — 10-  0-  —  w-  r- — (tj- 

ct  à  la  formule  (48  bis), 

l-  m-  n-  I 


(«■-— w'-')''  {b-  —  w-y-  (c^— (0-)-  (0 '•'(/•*— (0- ) 

/•  étant  le  rayon  vecteur  de  la  surface  de  Tonde  de  Fresnel  coïncidant 
avec  le  rayon  lumineux,  on  a 


et  pour  le  sinus  de  l'inclinaison  dn  vecteur  sur  le  plan  de  Tonde, 


(63  Ins)  j^  ~ ^— 


Dans  le  cas  des  milieux  isotropes,  on  a 


([ui  montre  que,  alors,  la  vibration  est  transversale,  quel  que  soit  le 
rapport  k'.h.  Donc  la  solution  obtenue  satisfait  à  toutes  les  conditions 
de  symétrie  qu'il  est  permis  de  poser  a  priori,  en  sorte  que  rien,  a 

pi-iori,  n'empêche  de  donner  au  rapport  y  nue  valeur  alisolument  arbi- 
traire. 
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Discussion  du  problème  précédent. 
(La  solution  B,  coiïiprend  aussi  les  équations  Maxwell-Sarrau.) 

21.  Pour  T  ^  3c  ou  A"  ^  o,  la  vibration  est  dans  le  plan  de  Tonde: 
on  retrouve  la  direction  de  Frcsnel. 

Au  contraire,  pour  j  =  o,  le  cosinus  de  linclinaison  du  vecteur  sur 
la  normale  à  l'onde  est 


Mais,  si  l'on  abaisse  du  centre  de  la  surface  de  l'onde  une  perpendi- 
culaire sur  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  de  l'onde  et  que  l'on  con- 
sidère le  triangle  rectangle  ayant  pour  sommets  les  extrémités  de  cette 
perpendiculaire  et  le  point  de  contact,  le  rayon  r  de  la  surface  de  l'onde 
sera  Ihypoténuse  de  ce  triangle  rectangle,  dont  les  côtés  de  l'angle 
droit  sont  co  et  v'/"'  —  w-,  ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas,  le  vecteur  est 
normal  au  plan  de  la  polarisation  radial. 

C'est  la  direction  qu'ont  trouvée,  par  des  voies  absolument  diffé- 
rentes, Maxwell  et  M.  Sarrau. 

On  obtiendra  les  équations  Maxwell-Sarrau  en  faisant,  dans  (63) 
et  (64), 

A  =  I ,         k  =  —  1,         a  =  b  =  c  =  o. 

Mais  nos  équations  donnent  encore  le  même  vecteur  lumineux  en  y 
laissant  a,  b,  C  arbitraires,  pourvu  qu'on  fasse  h  =  o,  /i  =  i.  Il  y  a 
donc  ce'  solutions  donnant  une  vibration  lumineuse  normale  au  plan 
de  polarisation  radial. 

Leurs  équations  sont 

(6G)  h^  =  Z,-^[x.-A(b0_0',], 

(^  =  c^[a..-^(c0-0')], 
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OÙ 

j  i    du  i    di'  I    dif 

[  ô^-    '    dy         (): 

Celles  de  INIaxwell-Sarrau  sont 


d-u  o  /  .  r\i\ 

-,  =a-(A,«  -0), 


(68)  |g=/r(i,.-0'), 

'^5  =  c^(A,.v-0'). 


dUx 
àl- 


Sttite  de  la  discussion. 
(Possibilité  de  vibrations  lumineuses  longitudinales.) 

22.   Si  le  rapport  j  varie  de  +  ce  à  o,  le  vecteur  varie  depuis  la 

direction  normale  au  plan  de  polarisation  de  Fresnel  (17)  jusqu'à 
celle  de  la  normale  au  plan  de  polarisation  radial.  Dans  la  plupart  des 
cristaux,  cette  variation  est  très  faible,  le  rayon  lumineux  restant  tou- 
jours très  voisin  de  la  normale  au  plan  de  Tonde. 

La  vitesse,  tant  que  j  est  positif,  reste  donc  toujours  quasi  transver- 
sale au  rayon  lumineux. 

Mais,  si  j_  est  négatif  et  cju'on  pose 

Texpression  (65  bis)  du  sinus  de  Tinclinaison  du  vecteur  sur  le  plan  de 
Tonde  devient 

( bo  lej')  ,  — 


\A 


(tu- u>l  )'^ 

(xi-  (  r-  —  u>'-  ) 
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Donc,  si  l'on  suppose  au  rapport  arbitraire  -,    une  valeur  négative 

comparable  au  carre  de  la  vitesse  de  la  lumière,  le  sinus  dont  il  s'agit 
peut  devenir  égal  à  l'unité  pour  l'onde  particulière  cjui  se  propagerait 
avec  la  vitesse  Wo,  et  serait  très  voisin  de  l'unité  pour  d'autres  ondes. 
Ainsi  : 


//  est  possible  de  satisfaire  à  toutes  les  lois  généiriles  de  la  propa- 
gation de  la  lumière  par  des  vibrations  longitudinales  pour  une 
onde,  et  quasi  longitudinales  pour  certaines  ondes  ('). 


Solution  B,. 
(Elle  contient  aussi  les  équations  Maxwell-Sarrau  comme  cas  parliculier.) 

25.   Les  équations  (53)  donnent,  pour  les  composantes  U,  V,  \V  du 
vecteur  principal,  les  expressions 

I  (w^-a-)Ll   =/  (W-a-Q), 

(69)  <  (co^'-/r)V  =m(W-b'-Q), 

i  (w=-  c-)^^/  =  n  (W  -C-&), 

où  0  et  W  ont  les  valeurs  (55). 
On  tire  de  là,  à  cause  de 


m 

-1-  /??  ^' 

'  +  /»W: 

=  0, 

"•■( 

/-■ 

(0-  — ■«- 

+ 

/«'- 
(0^-^- 

4-  - 

li- 

\ 

D-  C 

') 

0(' 

«-/- 

+ 

b-m- 

+  - 

c^-n- 

.) 

a'-  10-  —  b'-  10- 


(')  Nous  ne  prétendons  pas,  bien  entendu,  qu'une  telle  direction  soit  dans  les 
probabilités;  mais,  jusqu'à  plus  ample  informé  à  fournir  par  l'expéiience,  elle  ne 
]ieut  pas  être  réputée  impossible. 
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OU,  en  multipliant  le  premier  membre  par  /-  -H  /n-  -h  /r, 

,_     „        „,,  /      /-  m-  n-      \ 

'' \M- — a-         w' — o-         (0- — c- / 

qui  se  décompose  en 


La  première  est  bien  Tcquation  de  Fresnel,  qui  se  trouve  ainsi  vé- 
rifiée. 

La  seconde  se  rapporte  à  l'onde  obscure. 

Si  Ton  porte  la  valeur  de  oj-  qu'elle  fournit  dans  les  équations  (06), 

celles-ci  se  réduisent  à 

U  _  V  _  w 

/  m  n 

qui  prouvent  que  le  vecteur,  se  rapportant  à  Tonde  obscure,  est  ici 
normal  à  cette  onde. 

Ces  valeurs  de  U,  V,  W  donnent  d'ailleurs 

'I-  ,.      ,      , 

w-  =  -  —  a,/.-  -h  h/n-  -f-  en-, 

qui  est  bien  la  valeur  précédemment  trouvée  pour  la  vitesse  de  l'onde 
obscure. 

Théorème.  —  Le  vecteur  principal  relatij  à  la  solution  13,  est  tou- 
jours dans  le  plan  qui  projette  le  rayon  lumineux  sur  le  plan  de 
l'onde.  Si  la  vitesse  de  l'onde  obscure  est  nulle,  elle  est  perpendi- 
culaire au  rayon  lumineux  et  fournit  à  nouveau  1rs  ('qualions 
Maxwell-Sarrau . 

Ce  dernier  point  est  évident;  car,  si  Ton  fait  a  =  b  =  C  =  o,  les 
équations  (53)  reviennent  à  celles  de  Maxwell-Sarrau,  qui  viennent 
d'être  trouvées. 
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Mais  je  dis  que  toujours  le  vecteur  donné  par  (6G)  est  dans  le  plan 
indiqué;  car  la  condition  (Gi  bis),  soit 

l  m  n 


10-  —  (j- 


est  évidemment  remplie,  quels  que  soient  W  et  0. 

2-4.  Problème.  —  Cette  solution  fournit-elle  des  iwctcurs  autres 
que  son  vecteur  principal  situé  dans  le  plan  normal? 

Peut-elle  fournir  des  i^ecteurs  peipendiculaii-es  à  ce  plan? 

La  dernière  question  se  résout  j)ar  la  négative,  comme  au  para- 
graphe précédent,  pour  la  solution  B^. 
Occupons-nous  de  la  première. 
Soient 

_  u  _  y  ,  _  }Y 

les  composantes  d'un  vecteur  dérivé  supposé  situé  dans  le  plan  indi- 
qué, de  sorte  que  Ton  ait 

t  m  n 


j-  —  b-  ti)'-  —  c- 

ou,  à  cause  des  valeurs  de  U,  V,  W, 

{n-  —  a-e)(b'-—c-)         {H-  —  b-&)(c-—(!-^)         C<i~  —  c-0)  {a'- ~  b-) 

}.  |J.  V 

(  )n  tire  de  là 

a-{b-  —  C-)  b'-{c- — a-)        c^((7- — b'-) 

U"  __  /,  |j.  V  ., 

e                      b- — c-  c- — (7-        a- — b-                         ' 

X  IJ.  V 

C  étant  une  même  constante  pour  toutes  les  directions  d'ondes. 
Mtais  des  équations  (69)  et  à  cause  de 

W  z=  ail'  -^hni\  -j-  c  n  ^V, 
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on  tire  cette  autre  valeur  de  - 


a,a-l-         hb^m^        cc-m'^ 


{^9  ^"O         i  = i7^ ^^^ cTI^  =  <^-' 

—  1+  —. 7,  +  —. Pi  +  — ; 

tij- — a-       u>' —  o-        iD- — c" 

qui  doit  être  identique  à  Féqualion  aux  vitesses  des  ondes. 

Ceci  exige  que  C  =  o,  puisque  l'équation  aux  vitesses  des  ondes  doit 
se  réduire  au  second  degré. 

Puis  on  doit  avoir 

aa- =  b^- =  ce- =  a, 

en  désignant  par  <y  la  valeur  commune  des  trois  membres. 
D'ailleurs  la  condition  C  =  o  donne 

I        /(        , 

T  =  —  +  'M 

I  /(  , 

-    =    TT,    +  A-, 

I  h  j 


Portant  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  A,  ji.,  v  dans  la  solution  B,,  elle  donne 


df-  -  ^  '  d) 

(P..-         _,»    /,.    ,    ,,.ax   d   (^ 

(H 


c^A,<^-+-(/*4-AcM^(J-e'), 


.,(?('              ,o<^''  ,dw 

a}  -r-               b-  -j-  c--— 

^,             oj-                ar  az 

0  =  1 r^  +   ,    .    ;;„  + 


W 


h  +  /ifl-         /(  +  kh-         h  ■+  kc- 

du  dv  dti' 

dx  dv  ()s 


h  -h  ka^        h  +  kb-         h  +  kc- 
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-Mais  on  voit  aisément  que  ces  équations,  où  W  est  égal,  au  facteur  (j 
près,  à  la  valeur  0'  donnée  par  les  équations  (64),  rentrent  dans  la 
solution  (63),  précédemment  obtenue. 

Ainsi,  en  résumé  : 

1°  La  solution  B,,  comme  celle  Bo,  ne  peut  pas  donner  de  vecteur 
perpendiculaire  au  plan  normal. 

2"  Elle  fournit  deux  systèmes  de  vecteurs  situés  dans  ce  plan. 

L'un  d'eux  est  compris  dans  le  système  analogue  fourni  par  la  solu- 
tion B,;  l'autre  est  nouveau.  Il  est  obtenu  en  faisant  }.  =  a  =  v  dans 
les  équations  différentielles  de  la  solution  B,  et  comprend  donc  les 
trois  constantes  arbitraires  a,  b.  c. 

Cherchons  le  sinus  de  Tinclinaison  de  son  vecteur  sur  le  plan  de 
Tonde;  en  désignant  par  o  cet  angle,  on  a 

/U  +  mV-^nW 

smo  =     , 


Mais  des  équations  (69),  en  mettant  partout  ^'  —  w^©  +  co^©  à  la 
place  de  ^'  et  ayant  égard  à  ce  que 


(jû-  —  a^        eu- — l>-         (o- — c^ 
/-  m-  n- 


(co- — «■-)-         (o)- — b-)'         ((o- — c-)-         tu-(r- — 10-) 

on  tire 


\A^(F^ 


^• 


D"ailleurs  -  est  égal  au  second  membre  de  (69  bis). 

On  voit  donc  qu'ici  la  direction  de  la  vibration  dépend  de  a,  b,  c, 
c'est-à-dire  qu'elle  est  liée  à  l'existence  ou  à  la  non-existence  de  l'onde 
obscure. 
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Il  est  clair  que,  en  disposant  convenablement  a,  b,  C  pour  une  onde 

donnée,  le  rapport  -  peut  prendre  toutes  les  valeurs.  Il  en  résulte  que 

cette  solution  peut  fournir  aussi  des  vecteurs  de  toute  inclinaison. 

1°  Si  l'on  suppose  la  vitesse  de  Fonde  obscure  nulle,  soita=b  =  c=o, 
on  aura  ^^  =  o,  d'où 


ce  qui  prouve  que  le  vecteur  est  perpendiculaire  au  rayon  lumineux. 
Cela  était  aisé  à  prévoir.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  solution  coïncide 
avec  les  équations  Maxwell-Sarrau. 

2"  Si  l'on  suppose  a  =  —  «",  b  =  —  /'^,  c  =  —  c-,  ce  qui  supprime 
aussi  la  troisième  onde,  en  en  rendant  la  vitesse  imaginaire,  on  a 


0 


Le  vecteur  coïncide  avec  la  vibration  de  Fresnel. 

Les  équations  différentielles  correspondantes,  c'est-à-dire  celles  ob- 
tenues en  faisant  dans  la  solution  B. 


■;ont 


—  b-,         c  =  —  c-, 


<l.v  \       dx  dv  dz 


(70)         ^=«-(^=^-d?j 


et  les  deux  symétriques.  Elles  diffèrent  de  celles  précédemment  obte- 
nues  pour  la  solution  de  Fresnel  par  les  termes  —  a-  -y-  et  ses  ana- 
logues; mais,  comme  le  vecteur  est  transversal,  on  a  ici  0  =  o,  de  sorte 
que  le  résultat,  au  point  de  vue  des  vecteurs  lumineux,  est  le  même 
que  si  les  termes  contenant  0  n'existaient  pas. 

3"  Si  l'on  fait  a  =  b  =  c  =  co^,  co„  étant  une  vitesse  arbitraire,  on 


y>  +  {<^'-0 

2 

1 

w'- 

(r' 

-0.») 
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aura 


d'c 


Si  donc  on  prend  w„  égal  à  la  vitesse  d'une  onde  particulière,  pour 
cette  onde,  on  aura 

sincp  =  i; 

les  vibrations  seront  longitudinales  et,  pour  les  ondes  voisines,  elles 
seront  quasi  longitudinales. 

Solution  Ao. 
(Elle  comprend  les  équations  de  Lamé.) 

25.  Les  équations  {Si)  donnent,  pour  la  direction  du  vecteur,  les 
équations 

[  co^U  =a/0    +c-m(mU-/V)      -  b- n  {IW  -  n\J), 
{-j\)       to^V   =hmQ  +  d-n{n\  -mW)-c-l  (mU-/V), 
(  co=W=  c/i0   +  Irl  (/W  -  ni])    -  a-m(n\  -  mW). 

En  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  par  /,  m,  n,  on  obtient,  à 
cause  de  0  =  /lî  H-  niY  -+-  «W, 

(w-  —  a/-  —  hm-  —  cn^)Q  =  o, 
d'où 

CD-  =  a/"  -f-  hnr  +  cn- 

pour  la  vitesse  de  l'onde  obscure,  comme  cela  doit  être. 
Pour  les  ondes  visibles,  on  a 

0  =  o, 
qui  montre  que  le  vecteur  est  dans  le  plan  de  l'onde. 


3o4  MAURICE    LÉVY. 

Si  l'on  ajoute  les  deux  dernières  (71)  multipliées  respectivement 
par  n  et  —  m  et  qu'on  pose,  pour  abréger, 

(72)  /W-«U    =Q, 
(  mU-/V     =R, 

il  vienl,  à  cause  de  0  =  o, 

(73)  {h-  —  w=)Q  =  m{à-lV  ^  IrmÇ)  +  c'/iR), 
'  (c-  -  w=)R  =  «(a=/P  +  IrniQ  +  c-/«R), 

d'où  l'on  déduit,  comme  pour  les  équations  (Go),  que  le  vecteur, 
dont  les  composantes  sont  P,  Q,  R,  est  dirigé  suivant  la  projection 
du  rayon  lumineux  sur  le  plan  de  l'onde.  Par  suite,  le  vecteur  prin- 
cipal, dont  les  composantes  sont  U,  Y,  W,  est  situé  dans  le  plan 
de  l'onde  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  précédente, 
c'est-à-dire  qu'«7  est  dans  le  plan  de  l'onde  et  dans  le  plan  de  pola- 
risation. 

Si  l'on  fait  a  =  b  =  C  =  o  dans  les  équations  (02),  on  a  précisément 
celles  de  Lamé;  mais  celles  (Sa)  donnent  la  même  direction  des  vec- 
teurs, quels  que  soient  a,  b,  c. 

n  est  évident,  d'après  cela,  qu'aucun  des  vecteurs  dérivés  de  la  so- 
lution A,  ne  peut  avoir  cette  même  direction,  quelle  que  soit  l'onde 
considérée,  et  qu'aucun  ne  peut  non  plus  être  constamment  perpendi- 
culaire à  cette  direction,  c'est-à-dire  situé  dans  le  plan  normal,  parce 
qu'aucun  vecteur  dérivé,  d'après  la  construction  du  §  18,  ne  peut  avoir 
constamment  la  même  direction  que  le  vecteur  principal  dont  il  pro- 
vient, ni  lui  être  constamment  perpendiculaire. 
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Solution  A,. 

2G.  Les  équations  (5i)  clonncnl,  pour  le  vecteur  principal,  les 
équations 

/  0)2 U  =    /W+  c-mR-  b-nQ, 
( 7  'l )  co=  V    =  m W  -^a-nP  -  c- /R, 

(  to-W=  nM'  +  b'iq    -a-m\\ 
où 

W  =  a/U  H-  bw  V  +  c/AV 

et  P,  Q,  R  sont  définis  par  les  expressions  (J7). 
On  y  satisfait  par 

U  _  V  _  W 
/  nt  n 

co-  =  aP  -i-  hf>r  4-  C/r, 

qui  donnent  la  vitesse  de  propagation  et  le  vecteur  de  Tonde  obscure. 

Si  l'on  ajoute  les  deux  dernières  multipliées  respectivement  par  /i 
et  —  m,  on  retrouve  les  équations  (73),  qui  prouvent  que  le  vecteur, 
dont  les  composantes  sont  P,  Q,  R,  est  encore  dirigé  suivant  la  pro- 
jection du  rayon  lumineux  sur  le  plan  de  Fonde.  Par  suite,  le  vecteur 
principal  est  situé  dans  le  plan  de  polai-isalion,  mais  il  n'est  plus  dans 
le  plan  de  l'onde,  comme  dans  la  solution  précédente,  à  moins  que 
a  =  b=C  =  o,  d'où  II' =  0;  mais  alors  la  solution  B,  rentre  dans 
celle  B,. 

Existe- t-il  des  vibrations  dérivées  qui  remplissent  cette  dernière 
condition,  quelle  cjue  soit  Tonde?  Il  est  facile  de  vérifier  que  non.  Il 
faudrait  en  clïet,  pour  cela,  que  Ton  eût 

lu  -f-  mv  -\-  mv  -=  o 
ou 

tLJh \-h-\\=o; 

l  [j. 
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d'où,  à  cause  de  (y-l)? 


'%.  ^  +  ^^)T  +  cV/«f^--  )R 


A  [J. 


X        iJ. 


-^a'mn(^'---)v  -+-  lr/d(^'-  -  j)Q  =  '^- 

Pour  !/)  =  «  =  o,  il  faut  que  't''  =  o  ;  de  même  pour  )n  =  o  et  n  =  o. 
II  faut,  par  suite,  que  W  soit  nul,  c'est-à-dire  f{ue  l'onde  obscure  dis- 
paraisse, et  alors  l'équation  ne  peut  être  satisfaite  que  pour  A  =  u.  =  v, 
ce  qui  rentre  dans  la  solution  précédente. 

Existe-t-il  des  vibrations  dérivées  de  la  solution  A,  situées  dans  le 
plan  normal?  Il  est  aisé  de  voir  aussi  que  non;  car,  pour  une  onde 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  tous  les  vecteurs  dérivés  coïn- 
cident avec  le  vecteur  principal.  Or  ce  dernier  est  perpendiculaire  au 
plan  normal  et  non  dans  ce  plan. 

Equations  itoii  syinrlriques. 

27.  Les  coefficients  des  équations  dilTérenlielles  qui  définissent  -jr^  > 

— -,  -^  sont  des  fonctions  des  inverses  cr.  h'-,  c-  des  trois  indices  de 
di-     de 

réfraction  du  cristal  cjue  l'on  considère. 

Si  certains  de  ces  coefficients  restent  arbitraires,  on  doit  les  regarder 
comme  des  fonctions  arbitraires  de  a'-,  b'-,  c". 

Comme  rien  ne  distingue  les  cjuantités  a-,  b'-,  c'-,  deux  des  équations 
difTérentiellcs  doivent  se  déduire  de  la  troisième  par  une  double  per- 
mutation du  groupe  de  lettres  ir,  x,  a-  ;  r,  y,  b^  et  «-•,  z,  c-,  de  sorte 
que  le  déterminant  A  soit  symétrique  en  a-,  b'\  c^. 

Or,  si  le  cristal  que  l'on  considère  admet  un  seul  plan  de  symétrie, 
si  on  le  prend  pour  plan  des  x,  y,  les  équations  ne  devront  pas  changer 
si  l'on  change  simultanément  w  et  ^  en  —  w  et  —  :;;  mais  alors,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  dit  relativement  à  leur  composition,  elles  ne  chan- 
geront pas  non  plus  si  Ton  change  simultanément  les  signes  de  u  et  x 
ou  de  (-•  et  y,  c'est-à-dire  que  les  équations  auront  nécessairement  la 
forme  (<))  et  feront,  par  suite,  nécessairement  partie  des  solutions  (|ui 
■j)récèdent. 
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Or  tous  les  cristaux  ont  au  moins  un  plan  de  symétrie,  sauf  ccu\  du 
système  asymétrique.  Les  solutions  qui  précèdent  doivent  donc  être 
considérées  comme  les  plus  générales  physiquement  admissibles  pour 
tous  les  cristaux,  sauf  peut-être  ceux  de  ce  dernier  système. 

Pour  celui-ci,  même  si  tous  les  phénomènes  observés  subsistent 
symétriques,  par  rapport  à  trois  plans,  il  ne  s'ensuit  pas  nécessairement 
que  les  équations  différentielles  doivent  être  elles-mêmes  symétriques. 
En  effet,  la  surface  de  Tonde  ne  dépend  cjue  du  déterminant  des  équa- 
tions qui  définissent  u,  r,  iv,  et  il  suffît  que  ce  déterminant  se  décom- 
])Ose  en  deux  facteurs  dont  l'un  soit  le  premier  membre  de  l'équation 
aux  vitesses  des  ondes  de  Fresnel  pour  que  deux  des  trois  ondes  repro- 
duisent la  surface  de  l'onde. 

L'écjuation  de  la  troisième  onde  peut  donc  contenir  des  puissances 
impaires  de  /,  m,  «;  du  moins  il  n'y  a  pas,  a  priori,  de  raison  pour 
quil  n'en  soit  pas  ainsi,  ce  qui  exigera  que  les  équations  différentielles 
ne  soient  plus  de  la  forme  symétricjue  (9). 

U  y  a  plus  :  même  si  la  troisième  onde  ne  contient  cjue  des  puissances 
paires  en  /,  m,  n,  les  équations  différentielles  peuvent,  malgré  cela,  ne 
pas  être  de  la  forme  indiquée.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  comprendre. 

Etant  donné  un  système  d'équations  différentielles  fournissant  la 
surface  de  l'onde  de  Fresnel,  si  l'on  y  remplace  a,  v,  w  par  des  fonc- 
tions linéaires  quelconques  de  ces  trois  cjuantités,  on  obtiendra  un  nou- 
veau système  d'équations  différentielles  qui  la  fournira  aussi;  car  le 
déterminant  du  nouveau  système  ne  différera  que  par  un  facteur  con- 
stant du  déterminant  de  l'ancien. 

Or,  si  celui-ci  restait  invariable  par  les  changements  de  sens  de  Tun 
(juelconcjue  des  axes  de  coordonnées,  ce  qui  est  le  caractère  des  équa- 
tions (9),  le  nouveau  système  ne  remplirait  plus  cette  condition.  Nous 
pourrons  donc,  des  quatre  solutions  que  nous  avons  trouvées  en  par- 
tant des  équations  (9),  déduire  des  équations  n'ayant  plus  cette  forme 
svmétrique  et  n'en  reproduisant  pas  moins  tous  les  phénomènes  observés. 

Posons 

Ij    =  A«  H- A't'' H- A"tv, 

(  j5)  '   V    z=  u?/  -f-  a'p  -h  iJ-'w, 

[   W  ^vu  -^v'f  -t-v"c.': 


3o8 

d'où  Ton  déduit 
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où,  en  appelaul  D,  le  dclerminanl, 

(77) 


a  =  A,li  -t- a;  V  + A",  w, 
('  =  u,  U  +  [j.',  V  -!-  |j.",  AV, 
ir'  ^  V,  U  +  v'  V  -!-  v',  AA  , 


A      A'     1" 
\j.      a'      fj." 


(7«) 
]tar  suite 


D    ()A  ' 


I   ÔD 


<)i- 


df- 


()^- 


(79) 


Prenons,  par  exemple,  les  équations  (54)  de  la  solution  Bo 
lîUe  donne 


.<^/^ 

r./^' 
.<^-- 


Jvôz 


C-^  +  C-l  TfTT  +  TÛX     +  (C  -  «-)ïï^^  +  (C  -  />^) 


t?^- 


Jj- 


(^^(^J 


dxdz 
dy  ô.c 

<r-y 

dzO/ 


d'où 


dv^- 


dvdx 


ôzdx 


1        +^.c^+^^-(d^+4^j+^<(^-^-)5:^.+^(b-'--);j7d^' 
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remplaçant  U,  \,  V^'  par  leurs  valeurs  en  a,  r,  w, 


(8i) 


+  (A,  la-  -h  >/,  b  a  +  a",  c-  V )  -r4' 
111/  (^^.- 

+  (  A,  a- A  +  A,  ^=  (jL  -+-  a".  Cv)  '^' 
'  '        '   y;- 

-[>N(b-«=/A  +  A,(a-Z.-)a]-i!^. 

+  [A,(c-^^;u  +  A;(;b-c=)v]^ 

-^[A;(b-a^)A  +  A.(a-^^)a]-^ 


(^;  J.c 


-f-  (a,  a  a'  -i-  a'  ly-  u.  +  a",  c=  V  ) 


d^' 


+  (A, a=  A'  4-  a'  b u.  +  X'!  c- V- )  -r^ 

-h  (a,  a-  A' -+-  A,  Z*-  a'  +  a",  c v')  ~ 

-+- 1  a',  (  b  —  a-  )  a'  -(-  A,  (a  —  //-  )  u.'  1  -^^ 

-[Ai(c-^-^Ja+A;(b-c^)v^]^ 

+  [a;  (b  -  crfi^  +  A, (a  -  b')  ^\  ^^. 

+  (A,  a  A"  +  a',  h-  a"  -4-  a:  C=  v")  4^ 
+  ( A,  a- A"  -f-  a'  b u.  h-  a',  c^v")  ^ 


■  (A,  <7=  A"+  a',  h-  ui"  +  A';  Cv")  ^ 


J-.r 


+  [A'(b  -  a^)A"+À,(a  -  lr)n:')  j^ 
+  [a;(c  -  h^)  a"+  A.(b-  c-)v"]  -g- 
-[A;(b-a=)A''+/,(a-A-)a"]^. 
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(Jii   obliendra  respecùvement  -jp,  en  romplaçanl   dans  le  second 

memljre  de  l'équalion  ci-dessus  \,,  7\,  X",  respectivement  par  a,  a',,  a\ 

et  -jT  en  les  remplaçant  par  v, ,  v', ,  v| . 

Et  l'on  déduirait  de  même  des  solutions  C,,  Ao,  A,  de  nouvelles 
solutions  renfermant  chacune  douze  constantes  arbitraires,  à  savoir 

a,     b,     c, 

X,      a,     v;     X',      a',     v';      A",      ij.",     v", 

dont  les  neuf  dernières  n'entrent  que  pour  leurs  rapports  à  Tune  d'elles. 
Si  l'on  fait 

A'  =  u.'  =  v'  =  A"  =  u."  =  v"  =  o, 

on  retombe  sur  les  solutions  précédentes  ne  changeant   pas  par   le 
changement  de  sens  de  l'un  quelconque  des  axes. 

28.   Résumé.  —  En  résumé  : 

1°  Si  l'on  écarte  les  cristaux  asymétriques,  pour  tous  les  autres,  les 
équations  dilTérentielles  les  plus  générales,  physiquement  admissibles, 
du  vecteur  lumineux  (vibration  ou  autre),  fournissant  la  surface  de 
l'onde  de  Fresnel,  forment  quatre  solutions  A,,  A,,  B,,  Bo  représentées 
par  les  équations  (i8)  et  (19)  du  n"  7,  (26)  et  (27)  du  n°  9. 

2°  Chacune  de  ces  solutions  comporte  cinq  constantes  arbitraires,  à 
savoir  :  a,  b,  C  et  les  rapports  X  ;  [ji  :  v. 

3"  Les  trois  premières  définissent  la  vitesse  de  l'onde  obscure,  (|ui 
est  la  même  dans  les  quatre  solutions  et  donnée  par  l'équation 

(x>-  ^  al'  -hhin'-  -h  en-, 

pour  l'onde  dont  la  normale  a  les  cosinus  de  direction  /,  m,  n. 

Les  trois  autres  influent  sur  la  direclion  du  vecteur. 

4"  Il  n'est  nullement  nécessaire  pour  obtenir  la  surface  de  l'onde  de 
supposer  des  viljrations  ou  plus  généralement  le  vecteur  lumineux,  soil 
dans  le  plan  de  polarisation,  soit  dans  un  plan  perpendiculaire. 

En  donnant  aux  constantes  X,  ;jl,  v  toutes  les  valeurs,  on  obtient  des 
vibrations  de  toute  inclinaison  sur  ce  plan,  et  même  des  vibrations 
pouvant,  pour  certaines  ondes  particulières,  être  longitudinales. 
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5°  Nous  appelons  vccAcur  principal  d'une  solution  celui  qu'on  ob- 
lienl  en  supposant  A  =  u.  ==  v,  et  vecteurs  dérivés  tous  les  autres. 

T^es  équations  dilTércntielles  qui  donnent  les  composantes  U,  V,  ^^' 
du  vecteui'  principal  sont  celles  (5i),  (32),  (53)  et  (54)  <^ln  »"  1^- 

La  direction  de  ce  vecteur  pour  une  onde  plane  donnée  est  définie 
])ar  les  équations  (5"),  (58),  (Sg)  et  (60)  du  même  numéro. 

Les  vecteurs  dérives  s'en  déduisent  par  les  équations. 

A  M  =  U,  (AC  =  V,         va'  =  W. 

G"  Parmi  tous  les  vecteurs  possibles,  les  plus  intéressants  sont  : 

(a).  Celui  qui  est  à  la  fois  dans  le  plan  de  polarisation  et  dans  le 
plan  de  l'onde,  c'est-à-dire  perpendiculaire  au  plan  normal; 

(6).   Ceux  qui  sont  situés  dans  ce  dernier  plan. 

En  efTet,  à  cause  de  la  symétrie  du  pbénomène  lumineux  relalive- 
inent  à  ce  plan,  ces  vecteurs  paraissent  seuls  pouvoir  se  produire. 

7"  Le  système  d'équations  le  plus  général  possible  fournissant  la 
direction  (a)  s'obtient  en  faisant  dans  les  équations  (19)  A  =  u.  =  v,  ce 
(jui  donne  le  vecteur  principal  de  la  solution  A2.  Sa  direction  est,  par 
suite,  définie  par  les  équations  (58).  La  solution  renferme  donc  les 
trois  constantes  arbitraires  a,  b,  c. 

Si  l'on  y  fait  a  ^  b  ^  C  =  o,  ce  qui  supprime  l'onde  obscure,  ces 
équations  coïncident  avec  celles  de  Lamé  et  reproduisent  ainsi  sa 
tbéorie,  obtenue  aussi  avec  quelques  variantes,  par  d'autres  auteurs, 
par  Cauchy,  dans  certains  de  ses  Mémoires,  par  Mac  CuUagh,  New- 
mann  et  aussi  par  M.  Massieu. 

C'est  la  direction  à  laquelle  on  arrive  quand  on  suppose  l'élher 
placé  dans  un  cristal,  homogène  et  hétérotrope. 

8"  Pour  les  directions  (/')  qui  sont  en  nombre  illimité,  il  existe  deux 
solutions  :  l'une  s'obtient  en'  faisant,  dans  les  équations  de  la  solu- 
tion Bo, 

y  =  A  -I-  Aa-, 

-  =  h^kb\ 

-  =  /i  -I-  Ac-, 
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//,  k  rtanl  deux  constantes  arbitraires  ;  de  sorte  que  cette  solution  com- 
poilc  (|uatre  constantes  arbitraires  a,  b,  C  et  le  rapport  A"  :  a.  On  ob- 
tient ainsi  les  équations  (63),  (64)  et  (65). 

[.'inclinaison  du  vecteur  est  donnée  par  l'équation  (65  bis). 

(^et  antjlc  peut  prendre  toutes  les  valeurs,  même  celles  de  90°  pour 
certaines  ondes  particulières,  si  Ton  dispose  convenablement  le  rap- 

|.orl^;. 

<)"  Si  Ton  prend  A  =  o,  A  =  i,  le  vecteur  est  perpendiculaire  au 
plan  de  polarisation,  c'est-à-dire  coïncide  avec  la  projection  du  rayon 
liiniincnx  sur  le  plan  de  l'onde.  C'est  la  direction  de  Fresnel. 

Si,  en  outre,  on  fait  a  =  b  =  C  =  o,  les  équations  obtenues  repro- 
duisent toute  la  théorie  de  Fresnel. 

10"  Si  l'on  fait,  au  contraire,  h  =  o,  A  =  i,  le  vecteur  est  perpen- 
diculaire au  rayon  lumineux  suivant  les  résultats  de  JMM.  Maxwell- 
Sarrau  et  de  M.  Boussinesq. 

Si  l'on  fait  en  outre  a  =  b  =  C  =0,  on  aura  les  é(juations  nièines 
dues  à  ces  savants. 

I  1"  La  seconde  des  solutions  fournissant  un  vecteur  situé  dans  le 
plan  normal,  vecteur  pouvant  aussi,  comme  le  précédent,  prendre 
toutes  les  directions,  même  la  direction  longitudinale  pour  certaines 
ondes,  sans  cesser  de  reproduire  la  surface  de  l'onde,  est  fournie  par 
les  équations  de  la  solution  B,,  où  l'on  fait  X  =  l».  =  v  ou,  si  l'on  veut, 
les  équations  (53)  et  (09)  du  n"  18,  en  sorte  qu'elle  comporte  trois' 
constantes  arbitraires  a,  b,  C 

i  2"  De  toutes  les  solutions  obtenues,  la  plus  probable  parait  devoir 
être  comprise  dans  les  équations  (63),  (64)  et  (65),  pour  lesfjuelles  le 
vecteur  est  dans  le  plan  normal.  C'est  ce  cjue  nous  nous  réservons  de 
montrer  en  appliquant  ces  diverses  solutions  à  la  réflexion  cristalline 
et  éliminant  celles  qui  ne  satisferont  pas  aux  lois  les  mieux  établies  de 
ce  phénomène. 
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Sftr  (juelqucs  propriétés  des  aires  spJiérupies ; 
Par  31.  G.  HOIBERT. 


l.  L'objet  du  présent  Mémoire  est  Textension  à  la  sphère  de  la  pro- 
priété si  simple  et  si  remarc[uable  que  présente  la  circonférence  de 
cercle  pour  la  mesure  des  angles  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
son  plan,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  la  différence  (ou  la  somme)  des 
arcs  interceptés  par  les  deux  côtés  d'un  angle  a  sur  une  circonférence 
de  rayon  R  est  égale  à  ^Ra.  Dans  l'espace,  ce  théorème  n'est  pas  ap- 
plicable sans  modification  à  la  différence  des  aires  que  découpe  sur  une 
sphère  un  cône  rencontrant  cette  surface  suivant  deux  courbes  fer- 
mées; nous  montrerons  que  cette  différence  ne  dépend  pas  seulement 
du  rayon  de  la  sphère  et  de  la  forme  du  cône,  ce  qui  serait  la  générali- 
sation directe  de  la  proposition  sur  la  mesure  des  angles  plans,  mais 
(juil  suffit,  pour  l'exprimer,  d'introduire  un  nouvel  élément,  à  savoir 
la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  passant  par  le  sommet  du 
cône  et  lié  invariablement  à  ce  cône.  Nous  verrons  également  que  cette 
propriété  s'étend  aux  surfaces  développables  et,  en  général,  aux  sur- 
faces réglées;  dans  le  cas  spécial  des  surfaces  réglées,  à  plan  directeur, 
on  retrouve  même  la  propriété  de  l'angle  plan,  c'est-à-dire  que  la  diffé- 
rence des  aires  découpées  sur  une  sphère  par  une  telle  surface  ne  dé- 
pend pas  de  la  position  de  la  sphère  dans  l'espace.  Enfin,  les  formules 
relatives  au  cône  nous  permettront  d'évaluer  la  différence  des  aires 
découpées  sur  une  sphère  par  une  quadrique,  dans  le  cas  où  l'intersec- 
tion se  compose  de  deux  courbes  fermées,  et  d'établir,   relativement 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  loine  IV.  —  Fasc.  III,  1888.  -I  ' 
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à  celle  cliUèrence,  ([ucliiiies  propositions  curieuses  parmi  lesquelles  nous 
sii;nalcrons  celles  (jui  concernent  li'  para!)olokle  cUiplique. 

2.  Proposons-nous  trévaluer  crabord  la  (liU'érencc  des  aires  décou- 
pées sur  une  sphère  de  rayon  U  par  un  angle  polyèdre  convexe,  donl 
Loules  les  arêles  rencontrent  la  spiière,  et  dont  le  sommet,  pour  fixer 
les  idées,  est  supposé  extérieur  à  la  sphère  (/ig-  i)-  Nous  ferons  le 
raisonnement  dans  le  cas  d'un  angle  à  quatre  faces;  la  théorie  s'étend 
sans  changement  au  cas  d'un  angle  solide  convexe  quelconcpie. 


L'expression  à  évaluer  est  la  différence  ABCD  —  abcd\  cherchons  la 
variation  que  subit  cette  dillerence  quand  l'angle  polyèdre  S  se  déplace 
(Tune  manière  »pielcon(pie  dans  l'espace. 

Tout  déplacement  di'  cet  angle  peut  s'oljteuir  :  i"  par  une  Iransla- 
lion;  2"  i)ar  un<,' rotation  autoui'  d'un  axe  (ju'on  peut  supjioser  passer 
par  le  centre  de  la  sphère.  Lue  telle  rotation  n'altérant  pas  les  aires 
découpées  par  l'angle  polyèdre  sur  la  sphère,  il  suffit,  pour  étudier  la 
varialiou  de  la  dillerence  de  ces  aires,  de  considérer  le  cas  d'une  trans- 
lation infiniment  petite  de  l'angle  polyèdi^c. 

Soient  ï|,  £^1  £;,,  £.,  les  dé[)lacements  des  faces  Ai»,  IJC,  CD,  I) A, 
comptés  normalement  à  ces  faces;   les  aires  découj)ées  sur  la  sphère 
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deviennent  A'B'C'D'  et  a'h' d d\  la  figure  convient  au  cas  où  les  faces 
de  Tangle  polyèdre  se  sont  déplacées  vers  l'intérieur  de  cet  angle.  Joi- 
gnons par  des  lignes  quelconques  les  points  voisins  a  et  a\  ...  :  A  et 
A',  . . .;  appelons  cr^  Taire  ABCD,  a,  Taire  ahcd\  on  aura 

d^.,  -  r/7,  =  - [ A A'B'B  -  adh'h\  -.... 

Or  A  A'B'B  est  une  portion  de  zone  sphérique,  de  hauteur  £,,  cl,  si  g, 
est  le  rayon  de  la  circonférence  à  laquelle  appartiennent  les  arcs  ab 
et  AB,  on  a  évidemment 


d'où 


AA  B  B  =  2-lic.  ,         aa  h  b  =  s-Kî,  , 


A  A  B  B  —  aa  /v  />  =  Bî, 


I  •                •       arc  AB  —  arcaè      ...        ,.        .     i      i   .      , 
J.  expression ^ est  égale,  d  api'es  le  théorème  sur  la  me- 
sure des  angles  plans,  à  l'angle  a,  des  droites  A  a  et  B^,  c'est-à-dire  à 
une  des  faces  de  l'angle  polyèdre.  On  a  donc,  a^,  a^,  a,,  étant  les  autres 
faces, 

dn.,  —  f/^,  ^  —  2£,  a,  —  2£oa^  —  2£3a.,  —  2îia,, . 

Si  le  déplacement  d'une  des  faces,  telle  que  SAB,  s'était  effectué 
vers  l'extérieur  de  l'angle  polyèdre,  on  aurait  eu  à  remplacer  dans 
cette  formule  —  £,  par  £,,  de  sorte  que  Ton  peut  écrire  la  formule 

dn.,—  diy  =  2R(£,a,  -f-  £, a. +...), 

en  convenant  de  donner  le  signe  -f-  aux  déplacements  dirigés  vers 
l'extérieur  de  Tangle  solide  et  le  signe  —  aux  déplacements  dirigés  vers 
l'intérieur. 

Si  Ton  suppose  le  sommet  de  Tangle  situé  à  l'intérieur  de  la  sphère, 
on  aura  une  formule  analogue,  exprimant  toujours  la  différence  des 
aires  découpées  par  Tangle  sur  la  sphère  et  non  leur  somme,  comme 
on  pourrait  le  penser,  par  analogie  avec  (e  théorème  de  la  mesure  des 
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angles  plans;  cette  formule  est 

en  convenant  de  donner  le  signe  -+-  aux  déplacements  dirigés  vers 
l'extérieur  de  l'aire  c^,  et  le  signe  —  aux  déplacements  dirigés  vers 
l'intérieur  de  cette  aire.  Cette  règle  comprend  la  précédente  si  Ion 
ajoute  que,  dans  le  cas  où  le  sommet  est  extérieur  à  la  sphère,  7^  dé- 
signe la  plus  grande  des  deux  aires. 

Cela  250sé,  observons  qu'en  nomnianl  //,,  /i.j,  ...  les  distances  des 
faces  de  Fangle  au  centre  de  la  sphère,  on  a 

c,  =  dh,, 

si  la  face  SAB,  en  se  déplaçant  vers  l'extérieur  de  l'aire  '7.,,  s'éloigne 
du  centre  de  la  sphère,  c'est-à-dire  si  le  centre  est  situé,  par  rapport 
à  cette  face,  du  même  côté  que  l'aire  a.^,  et  qu'on  a 

s,  =-r/A. 
dans  le  cas  contraire. 

La  formule  peut  donc  s'écrire 

-^  {(h..  -  (h,  )  =  ±  a,  d/i ,  ±  a, c/A,  ± . . . , 

avec  la  convention  suivante  : 

On  prendra  le  signe  +  pour  la  face  a  si  le  centre  de  la  sphère  est, 
par  rapport  à  cette  face,  du  même  côté  ([uc  l'aire  a-,  ;  et  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire. 

(^n  lire  de  là 

^  ('^2  —  ^i;  =  ±  y-ifii  ±y.Ji.,zn...^  consl. 
La  constante  est  nulle,  puisque,  si  le  sommet  de  l'angle  est  au  centre 
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de  la  sphère,  //,,  li.,,  . . .  sont  nuls,  et  a.,  égal  à  t,.  Il  reste  donc 

(')  ^^(^,-^,)  =  ±y.,h,±,7.,/i,±..., 

les  signes  étant  choisis  comme  il  vient  d'être  dit. 

Nous  avons  ainsi  l'expression  de  la  différence  des  aires  découpées 
sur  une  sphère  de  rayon  \\  par  un  angle  polyèdre  dont  toutes  les 
arêtes  coupent  réellement  la  sphère.  Rappelons  que,  dans  celte 
formule,  a, ,  a^,  ...  sont  les  angles  des  faces  et  A, ,  A,,  . . .  les  distances 
de  ces  faces  au  centre  de  la  s|)hère. 

5.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  que,  dans  l'évaluation  de  la 
différence  da.,  —  ofa,,  nous  n'avons  nullement  supposé  que  les  quatre 
arêtes  Aa,  B^,  Ce,  Dd  concouraient  en  un  même  point,  mais  seule- 
ment que  chacune  d'elles  rencontrait  la  précédente  et  la  suivante.  On 
en  conclut  sans  difficulté  que  la  différence  des  aires  découpées  sur  la 
sphère  par  un  solide  ainsi  défini  est  encore  donnée  par  la  fornude 

(i  bis)  ~  (cr,  -  cr,  )  =  +«,//,  +  y.Jt.,±..., 

a,,  A|,  ...  ayant  la  même  signification  que  plus  haut. 

4.  Arrivons  maintenant  au  cas  où  l'angle  polyèdre  considéré  devien- 
drait un  cône. 

Prenons  le  sommet  de  ce  cône  pour  origine  des  coordonnées; 
soient  a,  b,  c  les  coordonnées  du  centre  de  l'a  sphère.  Il  est  clair  d'a- 
bord que  le  double  signe  de  la  formule  (i)  devra  disparaître  en  raison 
de  la  continuité  :  les  quantités  ±  a,  A,  deviennent  en  effet  dzhdd,  en 
désignant  par  f/0  l'angle  d'une  génératrice  du  cône  avec  la  génératrice 
voisine,  et  par  h  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  tangent 
correspondant.  Or,  si  l'on  doit  prendre  le  signe  -l-  pour  une  généra- 
trice, on  aura  également  le  signe  +  pour  la  suivante,  et  cela  jusqu'au 
moment  où  h  sera  nul,  c'est-à-dire  où  le  plan  tangent  passera  par  le 
centre  de  la  sphère,  et,  à  partir  de  ce  moment,  d'après  la  règle  donnée 
plus  haut,  on  devra  })rendre  la  distance  de  ce  centre  au  plan  langent 
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avec  le  signe  — .  Mais  h  est  une  fonclion  continue  du  paramètre  qui 
détermine  la  génératrice,  et  cette  fonction  change  généralement  de 
slt;ne  en  passant  par  zéro;  il  en  résulte  que  la  formule  définitive  est 


^(.,-a^=fhM, 


Il  étant  exprimé  en  fonction  du  paramètre  qui  détermine  la  généralrlco 
correspondante. 

Le  calcul  permet  aisément  d'évaluer  //  (^/O,  et  Ton  trouve  une  expres- 
sion sans  radical. 

On  a  en  effet, /(.r,  y,  -)=  o  étant  ré([uation  du  cône, 

En  désignant  par  x  -+-  dx,  y  -h  dy,  z  -i-  d:  un  point  du  cône  voisin 
du  point  (x,  y,  :),  on  a. 

f's  d-^-  +f'r  dy  +  f'z  d--  =  o, 

d'où 

.         a[ydz  —  zdy'\+  b[z  dx  —  x  dz'\^  c[x  dy  —  y  dx'] 
\^{y  dz  —  zdr)-+  (zdx  —  xdz)-  -h  (x  dy  —  y  dxy- 

Quant  à  f/0,  angle  des  directions  x,  y,  ^  et  .r  -+-  dx,  y  -h  dy,  z  +  dz, 
il  est  donné  par  la  formule  connue 

,.         \J(ydz  —  z  dy  )-  +  (z  dx  —  x  dz  )■  -h  (  x  dy  —  y  dx )- 

fr)  =  — = ;r- ; ^ ^ 

x-^y-^z- 

Donc  enfin 

I      ,                 ,           r  a(  Y  dz  —  c  dy)  -h  b(z  dx  —  x  dz)  +  c{x  dy  —  y  dx  ) 
.:r(^=-^')=  j   -^ ^-  x^  +  y^  +  z^  ^  ' 

l'iulégrale  étant  prise  le  long  du  contour  du  cône. 
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\in  posant 

Y  dz  —  z  dv 


;  dx  —  .T  dz 


-y-+z- 

ccs  intégrales  étant  toujours  prises  le  long  du  contour  du  cùne,  on 
aura 

To  —  C7,  =  2R[A(7  +  \j.b  -+-  vc\. 

Si  donc  on  désigne  par  plan  d'orientation  du  cône  le  plan 

kx  -+-  ij.y  +  V  r  =  o, 

dont  la  position,  par  rapport  au  cône,  comme  on  le  voit  aisément,  est 
indépendante  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  et  par  module  du  cône 
la  quantité 

V  A-+  a-+  V-, 

on  arrive  au  résultat  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  un  cône,  de  module  p,  rencontrant  une  sphère 
de  rayon  R  suivant  deux  courbes  fermées,  et  de  telle  sorte  que 
toutes  les  génératrices  réelles  du  cône  coupent  réellement  la  sphère; 
désignons  par  d  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  d'orien- 
tation du  cône  :  la  différence  des  deux  aires  que  le  cône  découpe 
sur  ta  sphère  est  égale  à  2pJ{d. 

5.  La  remarque  du  n"  5  permet  d'étendre  ce  théorème  aux  surfaces 
dévcloppables. 

En  effet,  à  la  limite,  la  figure  considérée  dans  cette  remarque, 
formée  de  droites,  telles  que  chacune  d'elles  rencontre  la  précédente  et 
la  suivante,  devient  une  surface  développable. 

Soit  alors  ux -h  vy -\- svz -h p  =  o  ré(puUion  du  plan  tangent  de 
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cette  développable,  u.  f,  «'  cl  p  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  /; 
on  a 

/ul')=   o!!  +  b^-  +  c-+PM^ 

et,  d'après  (i  bis),  la  formule  qui  donne  la  différence  des  aires  dé- 
coupées par  la  dévelojrjiable  sur  une  spJicre  de  centre  (  «,  b,  c)  et 
de  rayon  R  est 

rinlégrale  s'étendant  à  tout  le  contour  de  la  développable. 

'  r  MrfO  r         y  du  r         >vd<i 

( )r  les  intégrales     /  —  ;     /  ^='     /   ■,  „       ,   = 

sont  égales  aux  intégrales  X,  [x,  v  relatives  au  cône  directeur  de  la  dé- 
velopi)able;  il  en  résulte  rju'on  peut  écrire 


-i-(^^__^,)  =  X,,  4-a/, 


et,  ])ar  suit(>  : 


Si  une  développable  rencontre  une  spJicre  de  rayon  K  suivant 
deux  courbes  fermées,  et  de  telle  sorte  que  toutes  les  génératrices 
réelles  coupent  réellement  cette  surface,  la  différence  des  deux 
aires  qu'elle  découpe  sur  la  splière  est  égale  à  i^Wd ,  ç,  désignant 
le  module  du  cône  directeur  de  la  développable,  et  d  la  distance  du 
centre  de  la  sphère  à  un  plan  lié  à  la  développable  et  parallèle  au 
plan  d'orientation  du  cône  directeur. 

(  le  ]ilau  peut  être  appelé  j9/f//^  d'oi-ientation  de  la  développable. 

(>.  Avant  de  faire  quelques  applications  des  résultats  <pii  précèdent, 
nous  ferons  connaître  une  autre  méthode  pour  l'évaluation  de  la  diffé- 
rence des  aires  dans  le  cas  du  cône.  Cette  méthode,  qui  nous  a  été  indi- 
quée par  M.  Darboux,  donne  une  définition  géométrifjue  simple  du  plan 
d'orientation  du  cône;  nous  avons  cru  toutefois  utile,  malgré  la  simpli- 
cité de  la  nouvelle  démonstration,  de  faire  connaître  celle  qui  est  exposée 
précédemment,  parce  qu'elle  s'applique  aux  surfaces  développables  et 
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qu'elle  donne,  sous  une  forme  plus  commode  et  plus  précise,  la  diffé- 
rence des  aires  découpées  par  un  angle  polyèdre. 

Considérons  (fig.  2)  une  sphère  de  rayon  R  et  de  centre  O,  et  un 


Fis.  -y. 


cône  de  sommet  S  :  un  pinceau  conique  très  petit,  de  sommet  S  et 
d'ouverture  rfw,  découpe  sur  la  sphère  deux  aires  ch.,  et  drs^.  On  a 


d'7,  =  d(x) 


cosSM,0 


cosSMiO 
Or  les  angles  SM.O  et  SM,0  étant  égaux,  il  vient 

,         ,         ,    sm!— sm' 
d'y.,  —  rta,  =  aco  — '.,  ^  • 

D'ailleurs 

M,IVL=2RcosSM,0, 

et,  par  suite, 

d^,  -  da,  =  iRd(,y  ^^-^^^-^ =  -iRdoi  ^^ 


.  SM, 


M.Mj  ~  SM,— SM, 

c'est-à-dire 

d(T,-^7,  =  4R(/ojSP, 

P  désignant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  M,  M.j. 
Si  l'on  prend  le  point  S  pour  origine,  en  désignant  toujours  par  a, 

Journ.  de  Math.  (4-  série),  lome  IV.—  Kasc.  II,  1888.  I- 
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b,  c  les  coordonnées  du  cenire  de  la  sphère,  il  vicnl,  ./;,  j-,  r  étant  les 
coordonnées  d'un  point  de  SM,, 

d'où,  en  intégrant 

,„    fax  -\-  bv  +  CZ  j 
T.,  —  (T,  =  4  K  /  ■'  ao), 

J     \J X- -\- y- -\- :'' 

l'intégrale  étani  prise  cette  fois  dans  l'intérieur  du  cône. 

Or,  si  l'on  désigne  par  w  l'aire  sphérique  interceptée  par  le  cône  sur 
une  sphère  concentrique  de  rayon  un,  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  cette  aire,  on  a  évidemment 

X-  r  X  dm 

\0J  = 


/ 


sJx-'-^y^- 


et  deux  expressions  analogues  pour  Y  et  Z,  les  intégrales  étant  tou- 
jours prises  dans  l'intérieur  du  cône. 

L'expression  cherchée  peut  donc  s'écrire 

0-.,  —  T,  =  .'(UC^X  4-  bY  +  cZ)w. 

Si  l'on  compare  celle  formule  à  celh-  ([ui  a  été  trouvée  par  la  première 
méthode,  à  savoir 

o-o  —  a-,  =  2H(  \a  -+-  \j.b  -+-  vc), 
on  en  conclut 

(  2  )  A  =  2  OJ  \  ,  [J.  =-.  2  CO  Y ,  V  ^  2  w  Z  ; 

et,  ])ar  suite  : 

Le  plan  cVorieiitotion  d'un  cône  est  /e  plan  mené  par  le  sommet 
normalement  à  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  deux 
aires  que  découpe  le  cône  sur  une  sphère  concentrique  de  rayon 
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égal  à  V  unité  ;  le  module  du  cône  est  égal  au  produit  de  la  dislance 
de  ces  deux  centres  de  gravité  par  la  valeur  de  l'angle  conique. 

On  peut  dire  aussi  (jue  le  module  est  égal  au  moment,  par  rapport 
au  sommet,  des  aires  découpées  par  le  cône  sur  une  splière  concen- 
trique de  rayon  un. 

7.  Il  est  facile  de  vérifier  directement  les  formules  (2). 

En  effet,  l'expression  est  la  projection  de  l'élément  cIm, 

de  la  sphère  concentrique  au  cône,  sur  le  plan  des  y;;  il  en  résulte  que 

l'intégrale    /  -^==^==)  prise  dans  l'intérieur  du  cône,  représente 

l'aire  de  la  projection  sur  le  plan  àcsyz  de  l'une  des  aires  découpées 
par  le  cône  sur  la  sphère  concentrique  de  rayon  un. 

Or,  si  l'on  désigne  par  a;,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  con- 
tour de  l'aire  sphérique,  la  projection  de  cette  aire  sera  représentée 

par  l'intégrale  -  /  {ydz  —  ^dy),  prise  le  long  de  son  contour,  ou, 
si  l'on  veut,  par  l'intégrale  -  /  ~-^ — ,  "  •  .  prise  le  lonsf  du  contour  du 
cône.  Cette  dernière  intégrale  étant  égale  à  -\,  on  a  bien 

X  =  acoX, 
ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

8.  Nous  allons  faire  maintenant  quelques  applications  des  formules 
qui  viennent  d'être  démontrées. 

Observons,  en  premier  lieu,  que  le  théorème  fondamental  sur  la  dif- 
férence des  aires  sphériques  découpées  par  un  cône,  et  sur  l'évaluation 
de  cette  différence  en  fonction  du  module  et  du  plan  d'orientation  du 
cône,  s'applique  non  seulement  aux  cônes  algébriques  ou  aux  cônes 
transcendants  ayant  une  équation  déterminée,  mais  encore  à  toute 
surface  conique  composée  de  portions  de  cônes  algébriques  ou  trans- 
cendants juxtaposées  suivant  les  génératrices. 

En  particulier,  un  angle  polyèdre  possède  un  plan  d'orientation  et  un 
module,  qu'on  peut  définir  comme  dans  le  cas  général,  soit  analyti- 
quement,  soit  géométriquement. 
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Gela  étant  entendu,  on  peut  de  la  formule 
(72  —  1,  =  2  p  R  </ 
déduire  les  conséquences  immédiates  suivantes  : 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  constant  sur  lesquelles 
une  surface  conique  fixe  découpe  deux  aires  de  dijférence  donnée 
est  un  système  de  deux  plans  parallèles  au  plan  d'orientation,  du 
cône  et  symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

En  particulier  : 

Les  splières  sur  lesquelles  un  cône  fixe  découpe  deux  aires  égales 
sont  celles  qui  ont  leur  centre  dans  le  plan  d'orientation  du  cône. 

Remarquons  que,  si  Ton  fait  tourner  un  cône  autour  d'une  droite 
perpendiculaire  à  son  plan  d'orientation,  ce  plan,  qui  est  lié  invaria- 
blement au  cône,  ne  fait  que  glisser  sur  lui-même,  et,  en  réalité,  il  ne 
change  pas  de  position  dans  l'espace  :  la  dislance  d  du  centre  de  la 
sphère  à  ce  plan  demeure  ainsi  constante,  et  la  formule  fondamentale 
montre  qu'il  en  est  de  même  de  la  dilTércnce  To —  7,.  On  arrive  donc  à 
ce  théorème  curieux  : 

La  différence  des  aires  que  découpe  un  cône  sur  une  sphère  fixe 
reste  constante  quand  on  fait  tourner  ce  cône  autour  d'une  droite 
quelconque  perpendiculaire  à  son  plan  d'orientation. 

La  propriété  de  l'angle  inscrit  dans  une  circonférence  peut  se  géné- 
raliser dans  l'espace  comme  il  suit  : 

Un  cône  qui  se  déplace  d'une  manière  quelconque,  de  telle  façon 
que  son  sommet  reste  sur  une  sphère  et  que  son  plan  d'orientation 
demeure  tangent  à  la  sphère,  découpe  sur  cette  surface  une  aire 
de  grandeur  constante. 

La  valeur  de  cette  aire  est  domiée  par  la  formule  générale  où  l'on 
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fait  f/  =  R;  elle  est  donc  éyale  à  2pR-,  p  étant  toujours  le  module  du 
cône. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  cônes  dont  le  module  est  égal  à  ir 
découperont  ainsi  une  aire  égale  à  la  moitié  de  la  surface  totale  de  la 
sphère. 

Plus  généralement  : 

Un  cône  qui  se  déplace  d'une  manière  quelconque,  de  telle  façon 
que  son  sommet  reste  sur  une  sphère  et  que  son  plan  d'orientation 
demeure  tangent  à  une  sphère  concentrique  à  la  première,  découpe 
sur  celle-ci  une  aire  de  grandeur  constante. 

La  valeur  de  celte  aire  est  2pR-  cosO,  en  appelant  0  l'angle  constant 
sous  lequel  le  plan  d'orientation  coupe  la  sphère  primitive. 

Dans  tous  ces  énoncés,  on  suppose  toujours  ((uc  toutes  les  généra- 
trices réelles  du  cône  coupent  réellement  la  sphère. 

9.  Remarque.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  est  sur  la  sphère,  la 
courbe  commune  peut  être  une  courbe  fermée  sans  point  double,  ou 
une  courbe  composée  de  deux  boucles  avec  un  point  double  au  sommet 
du  cône  :  dans  ce  dernier  cas,  l'aire  d'une  des  boucles  doit  être  prise 
positivement,  et  celle  de  l'autre  négativement. 

Il  peut  se  faire  que  la  courbe  commune  à  un  cône  et  à  une  sphère 
que  rencontrent  toutes  les  génératrices  réelles  du  cône  se  compose 
d'une  seule  boucle  fermée  :  c'est  ce  qui  se  présente,  par  exemple, 
quand  le  cône  est  du  troisième  ordre  et  que  son  sommet  est  intérieur  à 
la  sphère.  Les  formules  et  les  théorèmes  précédents  s'appliquent  alors 
à  la  différence  des  deux  aires  sphériques  comprises  l'une  à  l'intérieur, 
l'autre  à  l'extérieur  de  cette  boucle. 

10.  Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  les  conséquences 
immédiates  de  la  formule  fondamentale,  ni  sur  celles  qu'on  pourrait 
déduire  de  la  formule  établie  pour  les  surfaces  développables  :  nous  y 
reviendrons  plus  loin,  à  l'occasion  des  surfaces  réglées  de  nature  quel- 
conque; mais,  auparavant,  nous  donnerons  quelques  exemples  de  la 
détermination  du  module  et  du  plan  d'orientation  d'une  surface  co- 
nique. 
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Trièdre.  —  Soit  uii  Irièdrc  ayant  son  sommet  à  Toriguie  des  coor- 
données; appelons  a,,  a^,  a3  les  angles  des  faces,  et  A,,  Ao,  Aj  les  dis- 
tances de  ces  faces  au  centre  d'une  sphère  de  centre  (a,  b,  c)  et  do 
rayon  R.  Si  le  point  (a,  è,  c)  est  dans  l'intérieur  du  trièdre,  et  si  le 
sommet  du  trièdre  est  extérieur  à  la  sphère,  on  aura,  pour  la  difTércnce 
des  aires  découpées, 

(7o  —  0-,  ^  2ll(A,  a,  -I-  li.iy..,  -\-  h^a-j). 

D'après  la  formule  générale  relative  aux  cônes,  on  a  aussi,  eu  dési- 
gnant par  p  le  module  du  trièdre,  et  par  d  la  distance  du  point  (a,  h,  c) 
au  plan  d'orientation 

7,-T,  =  -jpWd. 
(l'on 

/(  I  oc ,  -4-  // o  a,  -1-  // .,  a ,  =  p  d. 

Si  l'équation  de  la  face  a,-  est 

A,x-  -h-  B,  >-  -t-  C,-z  =  o         (/  =  I,  2,  3), 

et  si  X' X -\- [k' y -h  v' z  ^  o  est  réqualion   du   plan   d'orientation   du 
Irièdre,  on  aura  donc 

A,« -)- B,6  +  C,e  X'rt -H  a'Z;  +  v'c 


2       A,  «  +  «,«  +  (j,  e  


^A?  +  Bf  +  C?         '^  ^x'^+[x'2^_v'2 
d'où  l'on  tire,  puisque  (a,  Z»,  c^  est  un  point  arbitraire, 

el  deux  autres  équations  analogues. 

En  désignant  par  /,,  //?,,  //,  les  angles  que  fait  avec  les  trois  axes  la 
normale  à  la  face  a,,  el  par/),  y,  /■  ceux  que  fait  avec  les  axes  la  nor- 
male au  plan  d'orientation,  ces  équations  peuvent  s'écrire  : 


(K) 


a, 

cos  /, 

+  a. 

.cos/^   +a3Cos/3    =pcosp, 

a, 

cosw. 

+  a. 

C06/»o-l-  «3  C0SOT3  ^  p  cosy. 

=«, 

C0S/i!| 

4-  a.. 

COS/?.,  -f-  a3  cos «3  =  p  COS/-. 
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Ces  trois  équations  déterminent  cosjo,  cos^,  cosr  et  p,  c'est-à-dire 
le  plan  d'orientation  elle  module  du  trièdre;  en  même  temps,  elles 
inellent  en  évidence  la  construction  géométrique  suivante  : 

Par-  le  sommet  d'un  trièdre,  élevons  sur  chacune  des  faces  une 
normale  dirigée  vers  T extérieur  du  trièdre,  et  portons  sur  cette  nor- 
male, à  partir  du  sommet,  une  longueur  égale  à  l'angle  de  la  face  : 
SI  l'on  compose  comme  des  foi-ces  les  trois  longueurs  ainsi  définies, 
la  résultante  obtenue  est  égale  au  module  du  trièdre  et  perpendi- 
culaire à  son  plan  d'orientation. 

Nous  avons  appelé  extérieur  du  trièdre  par  rapport  à  une  face  la 
portion  de  l'espace  qui  n'est  pas  située  du  même  côté  de  celte  face  que 
l'arête  opposée. 

Le  module  du  trièdre  peut  se  calculer  aisément  en  fonction  dos 
angles  des  faces. 

Ajoutons,  en  effet,  membre  à  membre,  les  équations  (E)  élevées  au 
carré  ;  il  vient 

?'  =  'A  +  ''A  +  A 

-+-  2a,  a^i'cos/,  cos/o-i-  cos/;*,  cos7/î„  +  cos»,  cos«o)  -I- 

<_)r,  si  Ton  désigne  par  A,,  l'angle  du  trièdre  compris  cnlre  les  faces  a, 
et  a^,  on  a 

—  cosA|2  =  cos/,  cos/o  -I-  ces/?/,  cosm^  -+-  cosrt,  coswj, 
d"où 

{  —  2X,  y..,  cosA;^,  —  2a,  a.,  cosA,^  —  l'Xn^.-^  cosA^^. 

Cette  formule  donne  le  module  du  trièdre  en  fonction  des  faces  a,, 
a,,  a,  du  trièdre  et  des  angles  A,o,  A, 3,  A03  qu'elles  comprennent;  on 
peut,  si  l'on  veut,  exprimer  tout  en  fonction  de  a,,  a^,  aj  par  les  for- 
mules 

cosa^  :=  cos  a,  cosa^  4-  siiia,  sina^  cosA|o, 
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1 1.  Exemples.  —  i°  Pour  un  trièclrc  li-ircctan<ile,  le  plan  d'orien- 
tation est  normal  à  la  droite  qui  est  Tintersection  des  plans  bissecteurs 
des  trois  trièdres,  et  que,  pour  abréger,  nous  appellerons  axe  du 
Irièdre  ;  le  module  est  donné  par  la  formule  (3),  où 

on  a  ainsi 

On  peut  maintenant  appliquer  à  ce  cas  particulier  la  formule  géné- 
rale; nous  nous  contenterons  d'énoncer  le  résultat  suivant  : 

Un  Irièdre  trirectangle  dont  le  sommet  est  sur  une  sphèie  de 
rayon  R,  et  dont  V axe  passe  par  le  centre  de  la  sphère,  découpe  sur 
cette  surface  une  aire  égale  à  -R^  v'3. 

Cette  aire  est  donc  incommensurable  avec  celle  de  la  sphère. 

2°  Pour  un  Irièdre  ayant  ses  trois  faces  égales,  le  plan  d.'orientalion 
est  encore  normal  à  Vaxe,  le  mot  axe  ayant  la  même  signification  que 
tout  à  l'heure;  appelons  a  l'angle  commun  des  faces,  A  l'angle  dièdre 
compris  entre  deux  faces;  on  a 


p  ^  a  \/3  —  6  cosA. 

Si  a  =  ^5  le  trièdre  est  l'angle  solide  d'un  tétraèdre  régulier  et 

cosA  =  ^; 
par  suite, 

De  là  cette  conséquence  intéressante  : 

Si  un  Irièdre,  dont  les  faces  sont  de  6o°,  a  son  sommet  sur  un< 
sphère,  et  si  son  axe  passe  par  le  centre,  il  découpe  sur  la  sphèri 
une  aire  égale  au  sixième  de  l'aire  totale  de  cette  surface. 
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12.  Il  serait  aisé  de  multiplier  ces  exemples;  mais  nous  préférons, 
j)our  ne  pas  lasser  l'attention  du  lecteur,  arriver  à  une  application  plus 
importante  de  nos  formules. 

Nous  allons  montrer  qu'elles  permettent  de  déterminer,  sur  la 
sphère,  la  iiah'ur  d'une  aire  quelconque  limitée  par  des  arcs  de 
petits  cercles. 

Désignons,  en  effet,  par  P  le  polygone  qui  limite  cette  aire;  si  nous 
faisons  passer  un  grand  cercle  par  deux  sommets  consécutifs  du  poly- 
gone, nous  obtenons  un  nouveau  polygone  P',  limité  par  des  arcs  de 
grand  cercle  dont  on  sait  calculer  Taire,  et,  pour  déduire  Taire  de  P 
de  celle  de  P',  il  suffira  de  savoir  évaluer  la  surface  de  la  lunule  com- 
prise entre  un  grand  cercle  et  un  petit  cercle. 

Or  c'est  là  une  application  immédiate  de  la  formule  qui  donne  l'aire 
découpée  sur  une  sphère  par  un  trièdre  dont  le  sommet  est  sur  cette 
surface  ;  car  le  trièdre  dont  le  sommet  est  à  Tune  des  extrémités  de  la 
lunule,  et  dont  les  arêtes  sont  la  corde  de  cette  lunule,  la  tangente  au 
grand  cercle  et  la  tangente  au  petit  cercle,  découpe  précisément  sur  la 
sphère  Taire  de  la  lunule. 

Si  donc  on  tippelle 

a  l'angle  de  la  tangente  au  grand  cercle  et  de  la  tangente  au  petit 
cercle  à  Tune  des  extrémités  de  la  lunule,  ces  tangentes  étant  sup- 
posées dirigées  vers  la  lunule  ; 

jî  l'angle  de  la  tangente  considérée  au  petit  cercle  et  de  la  corde  de  la 
lunule,  cette  corde  étant  supposée  dirigée  vers  la  seconde  extrémité 
de  la  lunule; 

h  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  du  petit  cercle; 

Taire  c  de  la  lunule  sera,  d'après  (i), 

i  =  -i{\\\\y.±h'i]. 

On  prendra  le  signe  -l-  si  le  centre  de  la  sphère  est,  par  rapport  au 
plan  du  petit  cercle,  du  même  côlé  ([ue  la  lunule,  et  le  signe  —  dans  le 
cas  conlraii-e. 

On  peut  donner  une  foi'mule  tout  à  fait  pareille  pour  Y  aire  ■j  de  la 
lunule  comprise  entre  deux  petits  cercles  B  et  C. 

Journ.  de  Math.  (!\'  série),  loinc  IV.  —  Fasc.  HI,  iSSS.  4  J 
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Si  l'on  appollo 

a  Faiiglc  des  tangentes  anx  deux  cercles  à  l'une  des  exlrémités  de  la 

lunule,  ces  tangentes  étant  dirigées  vers  la  lunule; 
j3  l'angle  de  la  tangente  considérée  au  petit  cercle  B  et  de  la  corde  de  la 

lunule  ; 
Y  l'angle  analogue  de  la  tangente  au  cercle  C  et  de  la  corde  de  la 

lunule; 
//  et  k  les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  plans  des  cercles  lî  et  (l  ; 


On  prendra  le  signe  -i-  devant  h  (ou  A)  si  le  centre  de  la  sphère  est, 
par  rapport  au  plan  du  cercle  B  (ou  ('.),  du  même  côté  que  la  lunule, 
et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

15.  Angle  polyèdre.  —  On  a,  pour  déterminer  le  plan  d'orienlation 
et  le  module  d'un  angle  polyèdre  convexe  cjuelconque,  des  formules 
analogues  à  celles  qu'on  a  élahlies  pour  le  trièdre,  et  en  particulier 
nue  construction  géométricpae  de  ces  deux  éléments  identique  à  celle 
<ln  u^'  10. 

14.  Cône  du  second  ord/y.  —  11  est  clair  que,  pour  un  cône  du 
second  ordre,  le  plan  d'orientation  est  le  plan  mené  par  le  sommet 
normalement  à  l'axe  de  symétrie  intérieur  ou  principal,  car  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  ce  plan  est  coupée  par  le  cône  suivant  deux 
courbes  fermées  symétriques  l'une  de  l'autre,  et  comprenant  des  aires 
égales. 

Cela  posé,  supposons  que  le  cône  soit  rapporté  à  son  sommet  et  à  ses 
axes,  l'axe  principal  étant  celui  des  -,  son  équation  sera 

A.r-  -+-  By-  —  ( ] ;-  =^  o, 

A,  B,  C  étant  positifs. 

Le  plan  d'orientation  étant  le  plan  des  xy^  les  intégrales  cjue  nous 
.avons  appelées  A  et  a  au  n"  4  seront  nulles,  et  le  module  p  du  cône 
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est  écal  à  la  valeur  absolue  de  l'intéerale 


/.r  dy  —  y  djr 


prise  le  long'  du  conlour  du  cône.  Si  Ton  pose  -  =  tang'^  el  si  Toi 
remplace  :;-  par  sa  valeur  tirée  de  rérpiation  du  cône,  il  vient 


C  diD 


v=r. 

J^      G  +  A  cos-  to  +  B  sin'^  <o 


J^      (A  +  c  )  cos^ç  +  (B +C)  siu^o 
et,  d'après  une  formule  connue  ('), 

j-,  211 

^~      v/(A-hG)(B^ÏÏ)' 

Si  maintenant  on  appelle  a  et  ^  les  angles  que  l'ait  l'axe  principal 
avec  les  génératrices  du  cône  situées  dans  les  plans  principaux  cjui  pas- 
sent par  cet  axe,  il  vient 


^ina 


sin^  = 


sJk-\-C  "^       v/B-hC 

et,  par  suite, 

p  —  27:  sinasinp. 

D'après  cela,  la  différence  des  deux  aires  que  découpe  le  cône  con- 
sidéré sur  une  sphère  de  rayon  R  que  rencontrent  toutes  ses  généra- 
trices réelles  a  pour  valeur  /tirRc/sina  sinp,  d  étant  la  distance  du 
centre  de  la  sphère  au  plan  principal  normal  à  Taxe  intérieur  du  cône. 

15.  Quadriqucs.  —  On  peut  faire  une  application  de  ces  résultats 
à  l'évaluation  de  la  différence  des  aires  découpées  sur  une  sphère  par 
une  surface  du  second  orche,  (jui  rencontre  la  sphère  suivanl  deux 
courbes  fermées. 

(')   Voir,  par  exemple,  le  Cours  d'  Inalysc  de  M.  Hermite,  p.  SgG. 
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Soienl 

■'■'+>■'-<-  '■'  —  1^"  =  " 

cl 

F  =  Mx-  -+-  Ny-  +  P:;'-  -t-  ^r/ix  -+-  2  /ly  -h  ip:  -+-  q  =  a 

les  équations  de  la  sphère  et  de  la  quadrique  F,  les  axes  de  coordonnées 
étant  parallèles  à  ceux  de  F. 

Si  F  coupe  la  sphère  suivant  deux  courbes  fermées,  il  est  clair  ([ue 
l'un  des  deux  cônes  réels  cjui  passent  par  l'intersection  des  deux  sur- 
faces aura  son  centre  à  l'intérieur  de  la  sphère.  Les  axes  de  ce  cône  sont 
d'ailIcHirs  parallèles  à  ceux  de  I'";  nous  supposerons  que  son  axe  inté- 
rieur est  parallèle  à  O  ;. 

Cela  pose,  l'équation  du  cône  est  de  la  forme 

F  +  0 (  .1:-  +  y-  +  :;-  —  II-  )  =  (), 

0  étant  une  constante  convenablement  choisie;  son  sommet  esta  une 
distance  cl  du  plan  xOy  donnée  par  la  i-elation 

f;,+  20./  =  o, 

c'est-à-dire 

(  )uant  au  module  p  du  cône,  il  s'obtient  en  calculant,  d'après  la  formule, 
donnée  plus  haut,  le  module  du  cône  qui  lui  est  parallèle  et  dont  le 
sommet  est  à  l'origine;  ce  dernier  cône  ayant  pour  étpiation 

Mj.--  +  ^y-  -f-  P;-  +  0(x-  -h  J-'  +  Z-)  =  o, 

on  aura 

1  P  +  0 

s  =  mod  2Z 


v/(iM-P)(N  — P) 


La  dilTérence  des  deux  aires  découpées  sur  la  sphère  par  la  qua- 
drique F,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  parle  cône  considéré,  sera  donc, 
d'après  la  formule  générale. 


SUR    QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    AIRES    SPHÉRIQUES.  333 

Cette  formule  met  en  évidence  plusieurs  propriétés  curieuses  des 
surfaces  du  second  ordre. 
Si  on  la  met  sous  la. forme 


1'  /  v/(M-P)(N  — P) 

on  voit  que  la  différence  des  deux  aires  découpées  par  une  quadrique 
sur  une  sphère  est  égale  au  produit  du  rayon  de  la  sphère  par  la  dis- 
tance de  son  centre  à  l'un  des  plans  principaux  de  la  quadrique,  le  tout 
étant  multiplié  par  un  coefficient  numérique,  ou  module,  qui  ne  dé- 
pend (juc  de  la  forme  de  la  surface  du  second  ordre,  et  nullement  de  sa 
position  dans  l'espace. 

C'est  donc  une  relation  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  a  trouvée 
dans  le  cas  des  surfaces  coniques;  seulement,  ici  se  présente  cette  cir- 
constance remarquable  que  les  quadriques  n'ont  pas  seulement  un, 
mais  deux  modules,  le  module  à  choisir  pour  l'applicalion  de  la  for- 
mule dépendant  des  positions  respectives  de  la  sphère  et  de  la  qua- 
drique. 

Pour  mettre  ce  fait  en  lumière,  supposons  par  exemple  que  la  ([ua- 
drique  soit  un  ellipsoïde  :  M,  N  et  P  sont  alors  positifs. 

Le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  qui  est  parallèle  au  cône  pas- 
sant par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère,  et  dont  le  sommet 
est  intérieur  à  la  sphère,  a  pour  équation 

(M  +  ()y,-  +  (X  +  H)y'  +  (P  +  0)  r^  =  o. 

Nous  avons  supposé  que  Taxe  principal  de  ce  cône  était  Or;  on  a 

donc 

M  +  0>o,         N  +  0>o,         P-^0<o, 

ou 

M  -^  0  <  o,         N  4-  0  <  o,         P  4-  0  >  o, 

ce  (jui  exige  que  P  soit  plus  grand  que  M  et  X  ou  plus  petit  que  ces 
deux  (pianlités;  en  d'autres  termes,  l'axe  de  l'ellipsoïde  dirigé  sui- 
vant O^  sera  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  axe  de  la  surface. 

Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

L'axe  principal  du  cône  qui  passe  par  l'intersection  d'un  ellipsoïde 
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et  d'une  sphère,  el  dont  le  sommet  est  intérieur  ;i  la  sphère,  est  paral- 
lèle soit  au  grand  axe,  soit  au  petit  axe  de  rellipsoïde. 

Imaginons  qu'il  soit  d'abord  parallèle  au  grand  axe,  et  désignons 
par  a,  />,  c  [a  >  /'  >  c]  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde;  P  sera  alors 
inférieur  à  M  et  J\,  et  Ton  aura 

1»  M      _      \ 

Le  plan  principal  de  l'ellipsoïde  dont  la  distance  au  centre  de  la  sphère 
intervient  dans  la  formule  (4)  est  le  plan  du  petit  et  du  moyen  axe;  le 
module  correspondant  a  pour  valeur 

i 

2  11  P  rt- 


V'(M  — P)(N  — P) 


\/{i 


Si,  au  contraire,  l'axe  principal  du  cône  considéré  plus  haut  est  pa- 
rallèle au  petit  axe  de  l'ellipsoïde,  le  plan  principal  de  cet  elhpsoïdc, 
dont  la  distance  au  centre  de  la  sphère  intervient  dans  la  formule, 
est  celui  du  grand  et  du  moyen  axe;  le  module  correspondant  a  pour 
valeur 


V^ 


On  aurait  des  résultats  analogues  pour  Ihyperboloïde  à  une  nappe 
ou  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 

16.  Toute  cette  discussion  peut  se  résumer  dans  les  termes  sui- 
vants : 

Soil  Mx''-\-  Ny-+  Vz-  =  k  l'cquation  d'une  quadiiqiic  rappovléc 
à  son  centre  el  à  ses  axes;  appelons  module  correspondant  au  plan 
piincipal  z  ^  o  la  valeur  absolue  de  la  quantité 

2tcP 

v/(M  — P)(N^n^' 
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fl  modules  correspondant  aux  autres  plans  principaux  les  quantités 
analogues  obtenues  en  permutant  M,  N  et  P.  Deux  de  ces  modules 
sont  réels,  le  troisième  est  imaginaire. 

Cela  posé,  admettons  que  la  quadrique  coupe  une  spJière  de 
rayon  R  suii^ant  deux  courbes  fermées  ;  le  cône  du  second  ordre  qui 
passe  par  cette  intersection,  et  dont  le  sommet  est  intérieur  à  la 
sphère,  a  son  axe  intérieur  normal  à  l'un  des  plans  principaux  de 
la  quadrique  ;  soit  II  ce  plan. 

La  différence  des  deux  aires  découpées  par  la  quadrique  sur  la 
sphère  est  égale  à  2Rp^,  p  désignant  le  module  correspondant  au 
plan  n,  et  d  la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  ce  plan  ('  ). 

Cette  formule  ninlroduit  jamais  celui  des  modules  qui  est  iniaj,â- 
naire,  parce  que  le  plan  II  ne  peut  pas  coïncider  avec  le  plan  principal 
correspondant  à  ce  module,  si  Ton  suppose  que  la  quadrique  coupe  la 
sphère  suivant  deux  courbes  fermées. 

De  là  résulte  immédiatement  cette  conséquence  : 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe  une  quadrique  sur  une 
sphère  ne  varie  pas  quand  on  fait  tourner  la  quadrique  autour 
d'VN  de  ses  axes,  ou  de  toute  autre  droite  parallèle  à  cet  axe. 

L'axe  dont  il  s'agit  est  celui  qui  est  normal  au  plan  II  défini  plus  haut. 
Si  Ton  remarque  que  les  modules  de  la  quadrique  ne  dépendent  que 

des  rapports  p-  et  p,  on  voit  également  que  : 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe  une  quadrique  sur  une 
sphère  ne  varie  pas  quand  la  quadrique  Se  déforme  en  restant  con- 
centrique et  homothétique  à  elle-même  ; 

ou,  si  Ion  veut  : 

Les  deux  aires  annulaires  découpées  sur  une  sphère  par  le  solide 


(')  Il  esta  remarquer  que  ce  ihéorèrne  s'applique  à  la  différence  des  deux, 
aires  découpées  sur  une  sphère  par  un  cône  du  second  ordre,  même  quand  toutes 
les  génératrices  réelles  du  cône  ne  rencontrent  pas  la  sphère.  II  suffit  rpie  l'in- 
lerseclion  se  compose  de  deu\  boucles  fermées. 
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compris  cidre  deux  quadriques  homolhétiqucs  et  concentriques  sont 
égales. 

17.  Dans  le  cas  où  la  quadrique  est  de  révolution,  il  est  aisé  de 
voir,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  plan  11  est  toujours  normal  à  Taxe 
de  révolution;  si  cet  axe  est  Taxe  des  :;,  on  aura 

M  =  X, 

et  le  module  correspondant  sera 

1^2-  mod 


M  — P 


18.  Paraboloïde.  —  Ces  résultats  s'appliquent  aux  paraboloïdes, 
mais  avec  une  modification  importante  dans  le  cas  où,  le  paraboloïde 
étant  elliptique,  le  plan  H  est  normal  à  l'axe  de  cette  surface. 
Soient,  en  effet, 

X-  -\-y-  -H  :■'  —  lî'  =  <i 
et 

F  =  ^I.r-  -+-  Nj-  +  2  m  x  -^  2 //  )-  -h  ipz  -h  q  =  o 

les  écjuations  d'une  sphère  et  d'un  paraboloïde,  dont  l'axe  est  parallèle 
à  l'axe  des  :;. 

Supposons  que  le  paraboloïde  coupe  la  sphère  suivant  deux  courbes 
fermées,  et  c[ue  le  cône  qui  passe  par  ces  courbes  et  dont  le  sommet 
est  intérieur  à  la  sphère,  ait  son  axe  principal  parallèle  à  l'axe  du  para- 
boloïde; on  aura  alors,  pour  la  différence  des  deux  aires  découpées  sur 
la  sphère, 

eu  faisant  simplement  P  =  o  dans  la  formule  (4)  ( ')• 

11  résulte  de  là  cjue,  si  l'on  imprime  au  paraboloïde  une  translation 
quelconque,  la  différence  cj.^  —  1,  reste  constante,  car  les  coetficienls 

(  ')  Cette  formule  montre  que  M  et  N  doivent  être  de  même  signe,  cest-à-dire 
que  le  paraljdloïde  est  elliptique. 
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M,  N  dp  ne  varient  pas  quand  on  remplace  x, y,  :■  par  x-h/i,  y-hk, 
z  -h  I  dans  Téquation  du  paraboloïde. 

(]omme  on  peut  également,  sans  changer  cr^  et  a-,,  faire  tourner  le 
paraboloïde  autour  d'un  diamètre  de  la  sphère,  on  voit  que  la  dilïé- 
rence  Uo —  a,  restera  invariable  pour  tout  déplacement  ihi  paraboloïde 
dans  l'espace. 

On  peut  donc  énoncer  le  lliéorèiuc  suivant  : 

Soit  un  paraboloïde  elliptique  coupant  une  sphère  suivant  deux 
couj-bes  fermées;  le  cône  du  second  ordre  qui  passe  par  ces  courbes, 
et  dont  le  sommet  est  intérieur  à  la  sphère,  a  son  axe  intérieur  pa- 
rallèle à  l'une  des  directions  principales  du  paraboloïde  :  suppo- 
soiis-le  pai-allèle  à  l'axe  de  cette  surface. 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe  le  paraboloïde  sur  la 
sphère  reste  constante  quand  le  paraboloïde  se  déplace  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  la  condition  précédente  étant  tou- 
jours supposée  remplie. 

Si,  au  contraire,  l'axe  intérieur  du  cône  dont  il  vient  d'être  question 
était  normal  à  l'axe  du  paraboloïde,  la  différence  des  deux  aires  aurait 
la  même  expression  que  dans  le  cas  des  quadriques  à  centre. 

Si  le  paraboloïde  est  de  révolution,  le  cône  dont  il  s'agit  a  toujours 
son  axe  intérieur  parallèle  à  celui  de  la  surface;  le  théorème  s'énonce 
alors  plus  simplement  et  d'une  manière  tout  à  fait  générale  : 

La  différence  des  deux  aires  que  découpe  sur  une  sphère  un  pa- 
raboloïde de  révolution  est  indépendante  des  positions  respectives 
des  deux  surfaces  dans  l'espace. 

D'après  la  formule  (5),  elle  est  égale  à  l\~W.xs,  îtt  désignant  le  pai'a- 
mètre  de  la  parabole  méridienne. 

Le  paraboloïde  elliptique  nous  présente  ainsi  le  premier  exemple 
d'une  surface  pouvant  découper  sur  une  sphère  deux  aires  dont  la  dif- 
férence ne  dépend  que  de  la  forme  des  deux  surfaces  :  c'est  une  géné- 
ralisation directe  de  la  propriété  de  l'angle  plan  et  de  la  circonférence; 
nous  indiquerons,  à  la  fin  de  ce  travail,  une  infinité  d'autres  générali- 
sations de  même  nature,  mais  le  paraboloïde  est  la  surface  la  plus 
simple  à  laquelle  s'appliquent  ces  extensions  si  curieuses. 

Journ.  de  Matlt.  {\'  série),  loine  I\'.  —  Fasc.  Ill,  1888.  44 
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Pinceaux  de  droites.  —  \ous  terminerons  ce  Mémoire  en  élendanl 
aux  surfaces  réglées  la  propriété  établie  pour  le  cône  et  pour  les  sur- 
faces développables  ;  quelques  remarques  relatives  aux  aires  découpées 
\iiiY  un  pinceau  de  droites  sur  un  plan  et  sur  une  sphère  serviront  de 
base  à  cette  extension. 

Soit  d(x)  Taire  infiniment  petite  que  découpe  un  pinceau  de  droites 
sur  un  plan  normal  à  l'axe  du  pinceau  en  un  point  M  :  il  est  clair  que 
Taire  d/j  découpée  sur  un  plan  passant  par  INI  et  faisant  avec  le  premier 
un  angle  0  sera  donnée  jiar  la  formule 

il  (M  =  c/tcosO, 

car  Taire  d(a  peut  être  considérée  comme  la  projection  de  Taire  (h. 

Cela  posé,  cherchons  comment  varie  Taire  découpée  par  le  pinceau 
sur  un  plan  qui  se  déplace  en  restant  parallèle  à  lui-même. 

Soient 

les  équations  d'une  droite  :  si  Ton  imagine  que  a  et  ^  soient  fonctions 
ûe  p  et  q,  et  si  Ton  donne  à  p  et  q  des  valeurs  voisines  de  deux  quan- 
tités p„  cl  q,„  on  obtient,  par  les  équations  précédentes,  une  infinité 
de  droites  appartenant  à  un  pinceau  infiniment  délié. 

L'aire  découpée  par  ce  pinceau  sur  un  plan  r  =  const.  sera 

d^'=mod{^^/-^^-^^'^^)dpdq. 

X  al  y  étant  des  fonctions  de/)  et  q  définies  par  les  équations  (G),  où  r 
est  une  constante.  On  a  ainsi 


étant  posé 


f/cr'  =  mod(  A  z'-  -t-  B r  4-  i  )  dp  dq. 


A  =  -r  -r r-  -r  '         '^  =  -ï"  ->"  "r  ' 


Ces  formules  permettent  d'évaluer  Taire  découpée  par  le  pinceau  sur 
im  plan  quelconque  P. 
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Soient  en  cfTet 

j  l'ordonnée  du  point  M  où  le  plan  P  rencontre  Taxe  du  pinceau; 
0  l'angle  de  la  normale  à  ce  plan  avec  l'axe  du  pinceau  ; 
0'  l'angle  de  ce  même  axe  avec  O^; 

(h  et  (h'  les  aires  découpées  par  le  pinceau  sur  le  plan  P  et  sur  le  plan 
horizontal  mené  par  M. 

On  a 

r/^cosO  =  r/7'cosO', 

car  chacun  des  deux  membres  est  égal  à  l'aire  découpée  par  le  pinceau 
sur  le  plan  normal  à  son  axe  au  point  M. 
On  en  conclut 

d<j  = mod( A  ;-  +  1)  j  +  I  )  dp  dq. 

cosO  ^  .'Il 

On  sait  cpie  toutes  les  droites  du  pinceau  rencontrent  deux  mêmes 
droites;  si  le  plan  sécant  passe  par  l'un  des  points  où  ces  droites  cou- 
pent l'axe  du  pinceau,  l'aire  découpée  sur  ce  plan  est  nulle;  on  voit 
ainsi  cjue  les  deux  racines  de  l'équation  Ar-+  B;  +  i  ^  o  sont  les 
ordonnées  des  àcux  points  focaux  du  pinceau. 

20.  Cela  posé,  soit  une  sphère  de  rayon  R 

.X'-  -\- y'^  -\-  z'-  —  2  ax  —  'iby  —  2 c ^  -1-  A  =  o. 

Proposons-nous  de  calculer  les  deux  aires  que  le  jjinceau  (G)  dé- 
coupe sur  cette  surface  :  on  peut  évidemment  substituer  à  la  sphère 
son  plan  tangent  en  chacun  des  points  M,  et  M^  où  elle  est  rencontrée 
[)ar  l'axe  du  pinceau. 

Si  donc  on  désigne  par  0  l'angle  que  t'ait  l'axe  du  pinceau  avec 
chacun  des  deux  rayons  de  la  sphère  qui  aboutissent  aux  points  M, 
et  ÎNIj;  par  0' l'angle  de  ce  même  axe  avec  O3;  par  r,  et  j.  les  ordon- 
nées de  M,  et  M^,  on  aura 

d'J^  =  ~  mod('A:;i'  -+-  Mz-,  -\r-  1  )dndri, 

cosO  '  'in 

,            cosO'  1.4.        I  >  I      , 

drj.,  = mod(  A  ;'  +  IJ  c,  -(-  i  )  f/p  dq. 
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Deux  cas  sont  mainlcnant  à  distinguer. 

Si  les  deux  points  focaux  du  pinceau  sont  tous  deux  à  rintérieur,  ou 
tous  deux  à  Textérieur  de  la  sphère,  les  trinômes  A;^  +  Bz,  -+-  i  et 
A^i;  +  B:;^  +  '  ^o'^t^  ^^  même  signe,  et  Ton  a 

ch,-<h,  =  ^  mod[A(.i-  .-=)+  B(.-,-  .-.)|.//../y. 

Si  au  contraire  les  deux  points  focaux  sont  l'un  à  rintérieur,  l'autre 
à  rextérieur  de  la  splière,  on  aura 

Or  on  peut  écrire 

.       I  M,  M,         I    =.,-j, 
cos'J  = n —  =  — n  ry 

2  H  ■2Ï\       COSÛ' 

et,  par  suite, 

ch.,±ch,  =  oRcos^O'mod  r^(-'--i)  +  B(^,-;,)1    ,    ^,   ^ 

L  ^2  —  ^1  J 

c'est-à-dire 

(h,  dz  (h,  =  ^^r^^^  inod  [A(z,  +  z,)+]i\(/p  dq . 

En  cliercliant  les  z  des  points  d'intersection  de  la  droite 
x  =  y.z^p,         y^^^z  +  q 
avec  la  s[ilière,  on  trouve 

2  (  «  a  -1-  /v  |"i  H-  c  —  a/>  —  ?  '/  ) . 

donc  enfin 
(h.,  ±(h,=  -,_^^^^_       [  A  {a  y.  -h  />  ,3  -K  c  -  y.p  -  [i  q)  ^-  lî  (7.=  -h  ;i'  H-  r  )  |  dp  dq, 

en  prenant  la  valeur  alisolue  tlu  second  mendire. 
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Cette  formule  peut  être  interprétée  géométriquement  d'une  manière 
très  simple. 

Le  plan  mené  normalement  à  l'axe  du  pinceau  par  le  milieu  du  seg- 
ment que  déterminent  les  deux  points  focaux  a  pour  équation 

a(,.-ar-p)4-?(7-?r-y)+:;-i:  =  o, 

'C  désignant  l'ordonnée  de  ce  point  milieu;  or,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
on  a 

et  l'équation  du  plan  devient 

Ay.x-hW^iy-hAz-  \(y.p  +  [3y)+ B(x- +  [5=  +  i)=o. 
La  distance  o  du  centre  de  la  sphère  èi  ce  plan  est  donc 

îs_  A(flx  +  ^y^  +  c  — a/7  — ;3y)  +  B(a^+p-^+l) 
A  sjy.^  -H  p-  +  I 

et,  par  suite, 

(h.  ±  (h,  =  ^~ A  dp  dq. 

Or,  si  l'on  fait  un  changement  de  variables  en  prenant  pour  varia- 
bles indépendantes  a  et  [3  à  la  place  de  p  et  g,  il  faut  remplacer  dans 
cette  formule  Kdpdq  par  da.d^^  puisque  A  est  le  jacobien  de  a  et  [3, 
considérés  comme  fonctions  de  p  et  q.  Il  vient  donc 

d^.,  ±d'7,=  '^ :,  f/a  f/^. 

La  (piantité — — j  a  une  signification  géométrique  simple;  elle 

représente  l'aire  découpée  sur  une  sphère  de  rayon  un  par  le  faisceau 
des  droites  menées  du  centre  de  la  sphère  parallèlement  aux  droites  du 
pinceau. 

Désignons  par  -  cette  aire,  qu'on  peut  appeler  Youveiiufr  du  pin- 
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ccau,  on  a  linaloment 

(h.,  ±  (h,  ^  2  II  ooj. 

<  )ii  peut  donc  énoncer  ce  lliéorènic  : 

La  somme  algébrique  des  deux  aires  découpées  sur  une  .sphère 
par  un  pinceau  de  droites  est  égale  au  double  produit  du  rayon  de 
la  sphère  par  V ouverture  du  pinceau  et  par  la  dislance  du  centre 
de  la  sphère  au  plan  de  symétrie  des  deux  points  focaux  du  pin- 
ceau. 

Ce  plan  est  toujours  réel,  même  si  les  points  focaux  sont  imagi- 
naires. 

La  somme  algébrique  dont  il  s'ag^it  sera  la  différence  des  deux  aires 
si  les  points  focaux  sont  simultanément  à  l'intérieur  ou  à  Textérieur  de 
la  sphère  ;  ce  sera  la  somme  des  aires  si  l'un  seulement  des  points  fo- 
caux est  intérieur  à  la  sphère. 

21.  Le  résultat  qui  précède  devient  illusoire  si  co  est  nul,  c'est-à-dire 
si  les  droites  du  pinceau  sont  parallèles  à  un  même  plan  :  en  ee  cas,  un 
des  points  focaux  est  à  l'infini,  A  est  nul,  et  le  raisonnement  nest  plus 
applicable. 

Supposons  donc  que  A  soit  nul;  la  formule  qui  donne  l'aire  découpée 
par  le  pinceau  sur  un  plan  sera 

d'j  =  ^^  (  B  ;  -+-  1  )  dp  dq 

el  la  somme  algébrique  des  deux  aires  découpées  sur  une  sphère  de- 
vient 

d^.  ±  d7,  =  ^^^ B  dp  dq. 

On  prendra  le  signe  4-  si  le  point  focal  à  distance  linie  est  intérieur 
à  la  sphère,  et  le  signe  —  s'il  est  extérieur. 

Cette  formule  ne  renferme  que  le  rayon  de  la  sphère  el  ne  contieiil 
pas  les  coordonnées  du  centre.  Ainsi  : 

La  somme  algébrique  des  deux  aires  découpées  sur  une  sphère 
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par  un  pinceau  de  droites,  toutes  parallèles  à  un  même  plan,  est 
égale  au  produit  du  rayon  de  la  splière  par  un  coefficient  constant, 
qui  ne  dépend  que  de  la  nature  du  pinceau.  Cette  somme  reste  donc 
constante  quand  le  pinceau  se  déplace  dans  l'espace  d'une  manière 
quclconciue. 

La  somme  algébrique  qui  intervient  dans  ce  théorème  est  la  diflé- 
rence  des  deux  aires,  si  le  point  focal  du  pinceau  situé  à  une  distance 
finie  se  trouve  à  l'extérieur  de  la  sphère;  elle  est  la  somme  des  deux 
aires  dans  le  cas  contraire. 

22.  On  peut,  en  s'appuyant  sur  ces  propositions,  démontrer  quel- 
ques résultats  simples  relatifs  aux  surfaces  réglées. 

En  raison  de  la  variété  des  formes  que  peuvent  présenter  ces  sur- 
faces, il  ne  paraît  pas  possible  d'énoncer  des  théorèmes  généraux  sur 
la  somme  ou  la  différence  des  aires  que  découpe  une  telle  surface  sur 
une  sphère;  nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  suit,  à  traiter  quelques 
cas  spéciaux,  très  étendus  d'ailleurs,  qui  offrent  de  l'intérêt  par  eux- 
mêmes,  et  dont  la  discussion  montrera  comment  la  question  peut  être 
aijordée  dans  chaque  exemple  particulier. 

23.  Surfaces  réglées  à  plan  directeur.  —  Considérons,  pour 
commencer,  une  surface  2,  à  plan  directeur  et  à  deux  directrices, 
dont  l'une  est  une  droite  D  et  l'autre  une  courbe  plane  C,  située  dans 
un  plan  parallèle  à  D  :  on  peut  toujours  supposer  que  cette  courbe 
n'a  pas  de  point  double;  sinon,  on  la  décomposerait  en  deux  ou  plu- 
sieurs courbes  fermées,  sans  point  double. 

La  surface  I^  est  un  conoïde,  composé  de  deux  nappes,  qui  se  croi- 
sent le  long  de  la  directrice  D  ;  pour  distinguer  ces  nappes,  nous  appelle- 
rons nappe  antérieure  celle  qui  est  décrite  par  les  génératrices  rectili- 
gnes,  prolongées  à  partir  de  la  droite  D,  du  côté  de  la  courbe  C,  et 
nappe  postérieure  celle  qui  est  décrite  par  les  génératrices  j)rolongées 
dans  l'autre  sens. 

Remarquons  maintenant  que  le  solide  compris  à  l'intérieur  du  co- 
noïde H  peut  être  décomposé  en  éléments  de  volume  infiniment  petits 
par  des  plans  parallèles  au  plan  directeur  et  des  plans  passant  par  la 
droite  D  :  deux  couples  de  ces  plans,  deux  à  deux  infiniment  voisins. 
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limitent  une  sorte  de  coin  infiniineiit  délié;  les  coins  ainsi  obtenus  rem- 
plissent une  et  une  seule  fois  l'intérieur  du  conoïde,  car  ils  n'empiètent 
pas  les  uns  sur  les  autres.  Pour  évaluer  l'aire  découpée  par  le  conoïde 
sur  une  surface,  il  suffît  donc  de  faire  la  somme  des  aires  di'coupées 
par  les  tranches  élémentaires. 

Or  chacune  de  ces  tranches  peut  être  considérée  comme  un  pinceau 
de  droites,  toutes  parallèles  au  plan  directeur,  et  dont  le  point  focal  à 
distance  finie  est  sur  la  droite  D;  la  somme  algébrique  des  aires  décou- 
pées par  ce  pinceau  sur  une  sphère  est,  comme  on  Ta  vu,  égale  à  IXdûj, 
dm  étant  un  coefficient  infiniment  petit,  indépendant  de  la  position  de 
la  sphère;  il  eu  résulte  que  la  somme  algébrique  des  aires  découpées 

sur  la  sphère  par  le  conoïde  est  égale  à  R  /  c/cr,  et  qu'elle  ne  dépend 

par  conséquent  pas  des  positions  respectives  de  la  sphère  et  du  conoïde, 
pourvu,  bien  entendu,  que  toutes  les  génératrices  réelles  de  la  seconde 
surface  rencontrent  réellement  la  première. 

Pour  déterminer  le  signe  à  attribuer  aux:  aires  sphériques.  il  suffit 
d'appliquer  à  chacune  des  tranches  élémentaires  la  règle  qui  a  été 
donnée  plus  haut  :  soient  alors  A  et  B  deux  courbes  fermées  suivant 
lesquelles  le  conoïde  coupe  la  sphère;  admettons  pour  plus  de  généra- 
ralité  que  chacune  de  ces  courbes  soit  tracée  en  partie  sur  la  nappe 
antérieure  et  en  partie  sur  la  nappe  postérieure  du  cône.  On  donnera 
le  signe  +  aux  aires  qui  correspondent  aux  portions  de  A  situées  sur 
la  nappe  antérieure,  le  signe  —  à  celles  qui  correspondent  aux  por- 
tions de  A  sur  la  nappe  postérieure,  et  pour  la  courbe  B,  on  prendra 
les  signes  inverses. 

Si,  par  exemple,  les  courbes  A  et  B  sont  situées  sur  une  même  nappe 
du  conoïde,  c'est  la  différence  des  aires  qui  intervient;  c'est  la  somme 
si  A  et  B  sont  sur  deux  nappes  différentes. 

24.   On  peut  énoncer  maintenant  le  théorème  suivant  : 

La  somme  algébrique  des  aires  découpées  sur  une  sphèi-e  par  un 
conoïde  dont  toutes  les  génératrices  réel/es  rencontrent  la  sphère  est 
égale  au  produit  du  rayon  par  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de 
la  forme  du  conoïde. 

Cette  somme  reste  donc  constante  quand  la  sphère  se  déplace 
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d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  sans  cesser  de  rencont/'-r 
toutes  les  génératrices  réelles  de  la  surface  réglée. 

Ce  théorème  s'applique  non  seulement  aux  conoïdes,  mais  à  toutes 
les  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  ou  à  toutes  les  poi'tions  conti- 
nues de  ces  suif  aces,  qui  n'admettent  qu'une  seule  directrice  mul- 
tiple, parce  que,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours  décomposer  le  solide 
intérieur  à  la  surface  en  coins  infiniment  déliés,  ayant  leurs  sommets 
sur  la  directrice  multiple,  et  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres, 
ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  le  cas  du  conoïde. 

Nous  avons  ainsi  une  infinité  de  surfaces,  jouissant  par  ra[)port  à  la 
sphère  de  la  même  propriété  que  l'angle  plan  par  rapport  à  la  circon- 
férence; à  ces  surfaces,  il  convient  d'ajouter,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut,  le  paraboloïde  elliptique,  qui  est  d'ailleurs  une  surface  réglée  à 
plan  directeur,  mais  à  génératrices  imaginaires. 

Comme  exemple  de  surfaces  auxquelles  le  théorème  précédent  s'ap- 
plique simplement,  on  doit  citer  le  conoïde  droit  connu  sous  le  nom  de 
coin  de  JVallis;  la  détermination  du  signe  à  donner  aux  aires  spliéri- 
ques  se  fait  en  ce  cas  sans  aucune  difficulté. 

2o.  Surfaces  réglées.  —  La  formule  générale  donnée  au  n"  20 
pour  les  pinceaux  de  droites  peut  être  appliquée  comme  il  suit  au\ 
surfaces  réglées. 

Soit,  par  exemple,  une  surface  réglée  S  définie  par  deux  directrices 
rectilignes,  D,  et  D^,  et  une  troisième  directrice  plane,  C,  fermée  et 
sans  point  double.  Décomposons  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  (]  en 
éléments  infiniment  petits,  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres,  et 
considérons  le  pinceau,  des  droites  qui  s'appuient  sur  D,,  D^  et  ren- 
contrent le  plan  de  C  à  l'intérieur  de  l'un  des  éléments  :  il  est  clair  que 
les  pinceaux  ainsi  obtenus  rempliront  l'intérieur  du  solide  compris 
dans  la  surface  1,  et  n'empiéteront  pas  les  uns  sur  les  autres.  Pour 
calculer  la  différence  des  aires  découpées  par  2]  sur  une  sphère,  il 
suffit  donc  de  faire  la  somme  des  différences  analogues  pour  les  [)in- 
ceaux  introduits,  et  d'appliquer  à  cet  efiet  les  formules  du  n"  20,  en 
observant  que  les  points  focaux  de  l'un  quelconque  des  pinceaux  sont 
sur  D  et  D,. 

La  somme  algébrique  des  aires  découpées  par  un  pinceau  sur  une 
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sphère  de  centre  «,  />,  c  el  de  rayon  R  est  de  la  forme 

(h.,  ±  f/i,  =  •jR(A'a  -t-  \i!h  +  v'c  -f-  cj')f/ci)', 

X',  a',  v',  ct'  cl  f/co'  étant  des  coefficients  qui  dépendent  seulement  de  la 
nature  du  pinceau;  il  résulte  de  là  que  la  somme  algébrique  des  aires 
découpées  sur  la  sphère  par  H  sera  de  la  même  forme 

To  rt  0-,  =  iV\ÇLa  +  \i.h  -\-vc-T-  cî), 

A,  ijL,  V,  ûj  étant  des  coefficients  qui  dépendent  des  éléments  définissant 
la  surface  E. 

Celte  expression  est  analogue  à  celle  qui  a  été  trouvée  dans  le  cas  des 
cônes  el  des  surfaces  développables;  on  peut  Técrire,  en  posant 


p  =  v'A'+  ij.--f- v-, 

7,±7,  =  2Rp(/, 

fornude  où  d  désigne  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au-  plan 

kx  -+-  JJ.J'  -I-  V  i;  -i-  ôî  ^  o, 

qu'on  peut  appeliM'  plan  d'orientation  de  la  surface  réglée;  nous  ap- 
pellerons de  même  la  constante  p  module  de  la  surface. 

On  peut  démontrer  cjue  le  module  de  la  surface  réglée  est  généra- 
lement égal  à  celui  du  cône  directeur,  et  que  son  plan  d'orienlalinu 
est  parallèle  à  celui  de  ce  cône. 

Reprenons  à  cet  elfet  les  formules  du  n°  20,  en  supposant  que  le 
plan  de  la  courbe  directrice  C  soit  celui  des  xy.  On  a,  pour  la  somme 
algébrique  des  aires  découpées  sur  une  sphère  de  rayon  R  et  de  centre 
a.  A,  c  par  le  pinceau  des  droites  infiniment  voisines  de  la  droite 


y='^z^q; 


f/c;,±  rfcr,  =  ,  ,  ,  %  _^  , ,  \X{ay.  +  l/^-hc  —  y.p  —  ^^q)+  R(a-+  3=+  xf^dpdq; 


la  formule 

ly-  -i-  ^-^  H-  1  Y 
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G-.  ±cr|  =  2lx   /    /    — ^ ' „  ^       ■  '.'   ^ ^ '  (Ipdq 

J  J  («-+  p^+i)-  ^      ■" 

rinlcgrale  élanl  prise  à  riiUcricur  de  la  courbe  C. 
On  a  donc 


^^   /   /  r^, — ET, zilpdci, 

!-*•=//  ,   .   ^1/ — -,dp(fq, 
^=    /   /  r^^ — -;?; -.-.'Ipdq. 


Si  Ton  prend  comme  variables  a  el  [i  à  la  place  de  p  el  de  y,  on  aiiia, 
puisque  A  esl  ccal  a  -r-  -,- ,-  ^' 


J  J   (a'-f-l^'-t-i)-  1^' 

v=   TT-, — ^5 ^f/arfS, 


les  intégrales  étant  prises  cette  fois  à  l'intérieur  du  cône  directeur  de 
la  surface  réglée,  puisque,  si  le  point  p,  q  est  sur  la  courbe  C,  le 
point  a,  [3,  I  est  un  point  du  cône  formé  par  les  parallèles  qu'on  peut 
mener  de  l'origine  aux  génératrices  de  la  surface. 

Les  variables/)  et  q  ont  ainsi  disparu;  il  en  résulte  que  les  quantités 
A,  [J.  et  V  ont  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  surfaces  réglées  qui  ont 
même  cône  directeur,  et  en  particulier  qu'elles  ont,  pour  une  de  ces 
surfaces,  les  mêmes  valeurs  que  pour  le  cône  directeur,  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  à  établir.  On  peut  d'ailleurs  la  vérifier  direc- 
tement comme  il  suit. 

L  expression ^  est  1  aire  infiniment   petite   dw,  (lue   dé- 

coupe  un  pinceau  conique  ayant  pour  axe  la  direction  a,  p,  i,  et  com- 
pris à  l'intérieur  du  cône  directeur,   sur  une  spbère  concentrique  de 
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rayon  un;  on  a,  d'après  cela,  en  désignant  par  x,y,  z  les  coordonnées 
(l'un  point  de  celte  splière, 


IX  dti. 


'  =  1/7^ 


les  intéi;Tales  étant  prises  à  Tintérienr  du  cùne  directenr  :  ce  sont  pré- 
cisément le?  fornmles  établies  aux  n"*  G  et  7  dans  le  cas  du  cône. 

26.    (_^n  peut  donc  (''nonc(M'  le  théorème  suivant  : 

La  soinmc  algébiiquc  des  aires  découpées  sur  une  sphère  de 
rayon  ^  par  une  surf  ace  réglée,  à  deux  directrices  rectilignes,  dont 
toutes  les  génératrices  réelles  rencontrent  la  sphère,  est  égale  à 
2  pRf^,  p  désignant  le  module  du  cône  directeur  de  la  surface  et  d  la 
distance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan,  lié  à  la  surface  réglée,  et 
parallèle  au  plan  d'orientation  du  cône  directeur. 

Ce  théorème  s'étend  évidemment  à  toutes  les  surfaces  réglées,  ou  à 
toutes  les  portions  de  surfaces  réglées,  telles  qu'on  puisse  décomposer 
le  solide  qu'elles  renferment  en  pinceaux  rectilignes  n'empiétant  pas 
les  uns  sur  les  autres. 

On  peut  déduire  de  la  proposition  précédente  des  conclusions  ana- 
logues à  celles  qui  ont  été  établies  pour  les  cônes;  ainsi,  la  somme  al- 
gébrique des  aires  découpées  reste  constante  quand  la  surface  réglée 
tourne  autour  d'un  axe  normal  au  plan  d'orientation  du  cône  direc- 
teur. 
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Sur   les   transformations   d'une  forme   quadratique 
en   elle-même; 

Par  m.   Camille  JORDAN. 


Nous  déterminons  dans  ce  Mémoire  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  auxquelles  doit  satisfaire  une  substitution  linéaire  pour  être 
capable  de  transformer  en  elle-même  une  forme  quadratique  de  discri- 
minant différent  de  zéro. 

Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  nous  montrons  ({ue  la  sub- 
stitution donnée  S  et  Tune  quelconque  F  des  formes  quadratiques  (de 
discriminant  <o),  qu'elle  transforme  en  elle-même,  peuvent  être  ra- 
menées simultanément  à  une  expression  canonique  dépendant  exclusi- 
vement des  invariants  de  S. 

De  là  résulte  cette  conséquence,  que  les  diverses  formes  F  sont  trans- 
formables les  unes  dans  les  autres  par  des  substitutions  linéaires  qui 
n'altèrent  pas  l'expression  de  S. 


1.  Considérons  une  forme  quadratique  F  de  déterminant  ;^o,  et  une 
substitution  linéaire  S  qui  la  transforme  en  elle-même. 

Pour  nous  rendre  compte  des  propriétés  de  ce  système,  nous  nous 
proposerons  de  chercher  une  forme  type  à  laquelle  on  puisse  ramener 
simultanément  F  et  S  par  un  choix  convenable  des  variables  indépen- 
dantes. 
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On  peut  tout  d'abord,  sans  se  préoccuper  de  la  forme  F,  ramener  la 
substitution  S  à  son  expression  canonique.  Rappelons,  à  ce  sujet,  les 
résultats  connus  {voir,  pour  la  démonstration,  notre  Traité  des  siihsti- 
iulions,  Livre  II,  Chap.  II,  §  V  et  YI). 

Soient 


Kn,      a,o 


y-m 


les  coefficients  de  F;  formons  ré<juation  caractérislicpic 


A  = 


Soient  .9,,  s.,,  ...  les  racines  distinctes  de  celte  équation.  On  pourra, 
en  prenant  pour  nouvelles  variables  des  fonctions  linéaires  conve- 
nables des  variables  primitives,  donner  à  S  la  forme  canonique  sui- 
vante : 


S  = 


x\ ,  à''„,   ....  x'„,.        S^  x\ ,  .S,  (./-'^  4-  .'/,  ) 


s.{x,. 

■ + ■•''•«■- 

-.) 

s,(-'-: 

..    +     X",,,: 

-.) 

•^2(.}' 

.  ^y>.- 

.,) 

•^.(j. 

■  +y'n'' 

-.) 

On  voit  que  les  nouvelles  variables  se  répartissent  en  classes  x, 
)-,  ...  correspondant  aux  diverses  racines  s,,  •^2)  •••  de  l'équation 
A  =  o. 

Le  nombre  total  des  variables  de  chaque  classe  est  égal  au  degré  de 
multiplicité  de  la  racine  correspondante.  Dans  chacune  de  ces  classes, 
celle  des  x  par  exemple,  les  variables  se  groupent  en  une  ou  plusieurs 
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séries  x',  x",  . . .  telles  que  S  remplace  les  yariables  de  chaque  série 
par  des  fonctions  linéaires  très  simples  de  ces  seules  variables. 

Les  racines  s,,  s^,  ...  et  les  nombres  m',  m",  . . .,  «',  «",  . . .  des  va- 
riables de  chaque  série  sont  des  invariants.  La  substitution  S  n'est  donc 
susceptible  que  d'une  forme  canonique  unique.  Toutefois,  il  existe  des 
changements  de  variables  qui  n'altèrent  pas  cette  forme  canonique,  et 
qui  pourront  être  utilisés  pour  simpUfier  subsidiairemcnt  l'expression 
de  F. 

2.  Ces  changements  de  variables  rentrent  dans  les  deux  catégories 
suivantes  : 

j "  Soient  x\,  . . . ,  a;„,- \  x],  . . .,  ar,,,- ;  . . .  ;  a;^ ,  . . . ,  x-^„- des  séries  appar- 
tenant à  la  même  classe  et  contenant  un  même  nombre  m'  de  va- 
riables; on  n'altérera  pas  S  en  opérant  sur  ces  variables  les  sulislitulions 
linéaires  suivantes  : 


x^     a,,a;^+...4-a2).'^Â' 


^A     «),.^A+---+ ««.•^V 


où  les  a  désignent  des  coefficients  quelconques  dont  le  déterminant  ne 
soit  pas  nul. 

2°  On  ne  l'altérera  pas  davantage  par  une  substitution  de  la  forme 
suivante 

xt'  xt'        -+-  ax',.. 


x\  étant  une  variable  quelconque  de  la  même  classe  que  x",^.,  mais  dont 
l'Indice  k  soit  7  m'. 

3.  Supposons  donc  la  substitution  S  ramenée  k  la  forme  canonique 
que  nous  venons  d'indicjuer.  La  forme  F  doit  être  transformée  en  elle- 
même  par  cette  subslituliou  ;  cherchons  les  conséquences  qui  en  dé- 
coulent. 
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Soient  ic,  y  deux  classes  quelconques  de  variables,  et  soit 

l'ensemble  des  termes  de  F  qui  contiennent  leurs  rectangles  mutuels. 
Nous  appellerons  rang  de  chacun  de  ces  termes,  tel  que  A^V-^'a/a  >  !<' 
somme  A"  -+-  k'  des  indices  des  variables  qui  y  figurent. 

Dans  la  transformée  FS  de  F  par  la  substitution  S,  ce  terme  se 
trouvera  remplacé  ^?iT  s ^s^A.'^^.{x\-^  x\_^){y\.^ /,,_■,).  Ce  produit  dé- 
veloppé donne  quatre  termes,  tous  d'ordre  <  A-  -+-  A',  sauf  le  premier. 

L'ensemble  des  termes  bilinéaires  en  a?  et  j  et  de  rang  maximum 
contenus  dans  FS  est  donc  égal  à  l'ensemble  des  termes  analogues 
dans  F,  multiplié  par  .ç,.So.  L'identité 

FS  =  S 

ne  pourra  donc  subsister  que  si.s,6%^i,  à  moins  que  les  termes  bili- 
néaires en  a;  et  y  ne  disparaissent  complètement  de  F. 

Rien  dans  le  raisonnement  précédent  ne  suppose  que  les  deux  classes 
X  eX.  y  sont  différentes.  Donc,  si  5^<i,  F  ne  pourra  contenir  aucun 
terme  quadratique  par  rapport  aux  x. 

Le  déterminant  de  F  étant  d'ailleurs  supposé  ^o,  cette  forme  doit 
contenir  les  variables  x.  Si  donc  -s^  <  i ,  il  existe  nécessairement  une 

autre  classe  y  correspondant  à  une  racine  s.^  ^  -;  on  aura  d  ailleurs 
et,  les  autres  racines  .S3,  . . .  différant  de  .v,  et  de  s.,,  on  aura 


'|-^3<  ' 


s.,s,-^  I  . 


on  aui'a  donc 

F  =  B,,,  -f-  '1', 

Bj-.,,  étant  une  forme  bilinéaire  par  rapport  aux  a:'  et  auxj',  et  *!'  ne  con- 
tenant que  les  autres  variables.  D'ailleurs,  le  déterminant  de  Bj.,,, 
entrant  en  facteur  dans  celui  de  F.  ne  sera  ])as  nul:   donc  les  va- 
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riables  x  et  les  variables  y  seront  en  nombre  égal,  et  .9,,  -  seront  des 

racines  du  même  degré  de  multiplicité  pour  l'équation  A  =  o. 
Soit,  au  contraire,  s\  =  i  ;  on  aura 

s,s^::i,      .... 

Donc  F  ne  contiendra  pas  les  rectangles  des  variables  x  avec  les  va- 
riables des  autres  séries,  et  sera  de  la  forme 

Qx-i-$, 

Qj;  étant  quadratique  par  rapport  aux  x,  et  $  ne  les  contenant  plus. 
Nous  obtenons  donc  ce  premier  résultat  : 

L'équation  caractéristique  A=^o  de  la  substitution  S  est  nécessai- 
rement réciproque,  et  la  forme  F  se  décompose  en  une  somme  de 
formes  partielles,  à  savoir  : 

i"  Des  formes  B^  y  bilinéaires  par  rapport  aux  deux  classes  de 

variables  correspondant  à  deux  racines  réciproques  s,  et  -  diffé- 
rentes de  V unité. 

2°  Des  formes  quadratiques  par  rapport  aux  variables  des 
classes  qui  correspondent  aux  racines  -1-  i  e?  —  i ,  lorsque  l'équation 
caractéristique  admet  l'une  ou  l'autre  de  ces  quantités  pour  la- 
cin.es. 

La  substitution  S  étant  elle-même  un  produit  de  subslitutions  par- 
tielles dont  chacune  irallcre  que  les  variables-  correspondant  à  un 
couple  de  racines  de  variables  réciproques,  ou  à  la  racine  +  i,  ou  à  la 
racine  —  i ,  on  voit  que  la  question  se  trouve  ramenée  au  cas  où  l'é- 
quation caractéristique  n'admet  que  deux  racines  réciproques  et  du 
même  ordre  de  multiplicité,  ou  une  seule  racine  égale  à  =h  i . 

4.   Considérons  d'abord  le  premier  cas.  La  forme  F  se  réduira  à 
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les  r,^  ctanl  des  fonctions  des  y,  linéairement  distinctes,  puiscjue  le  dé- 
terminant n'est  pas  nul. 

Prenons  les  v]^.  pour  variables  indépendantes  à  la  place  des^.  La  sub- 
stitution S,  remplaçant  les  y  par  des  fonctions  des  y,  remplacera 
les  yjj;  par  des  fonctions  des  mêmes  variables,  que  nous  désignerons 

respectivement  pur  -H^..  On  aura  donc 


Il  est  aisé  de  déterminer  les  fonctions  H^.  d'après  la  condition  que  S 
transforme  en  elle-même  la  fonction 


Elle  la  change,  en  effet,  en 

(sauf  à  remplacer  a;^._,  par  zéro,  lorsque  A  —  i  =  o). 
Identifiant  cette  expression  à  la  précédente,  il  viendra 

La  résolution  de  ces  équations  donnera 


ri;„.=  HL.. 


II' 


■^i. 


,■-1  •ir.'l 


On  voit  que  B^ ,.  est  une  somme  de  formes  partielles,  F, ,  . . . ,  F,,  . . . 
contenant  respectivement  les  variables  cjui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  /,  de  même  que  S  est  un  produit  de  substitutions  par- 
tielles, S,,  ...,  S,,  ...  altérant  respectivement  ces  divers  systèmes  de 
variables. 

Considérons  séparément  un  de  ces  systèmes  de  variables.  L'indice  / 


TRANSFORMATIONS    D  UNE    FORME    QUADRATIQUE. 

étant  le  même  partout  pourra  être  supprimé,  et  nous  aurons 


i^  (  5    •  .  t  f  JL  [ff        -S  j  iZ  I  .    .  •  .  •  o  f  (  ^  rn    ' —  ^  m I  / 
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^A 


I  ïlA  -  ri,. 


•  +  (-i)"'-'v],„| 


5.   La  substitution  S  a  perdu  la  forme  canonique,  mais  il  est  facile  de 
la  lui  rendre  par  un  nouveau  changement  de  variables. 
Posons,  en  effet. 


, i    ,  r  ^  ,  ,  (m  —  k)(m  —  k  —  i ) 


La  substitution  S  remplacera  cette  expression  par 


■]■ 


■  (-1)''-' 


=  rïlA  + 


(-,)'' 


-i-  I  ■ 

.)',„_*.+ (m  -  k)y„ 


Ym-h-i 


{m  —  A  —  i)(m  -^  k-2) 

-+-  m  —  A"  —  2 

-f-  I 

(  m  —  k){m  —  A-  —  i  ) 


/™-A-.+- 


X,«-A-.^-. 


Ce  résultat  est  celui  qu'on  obtiendrait  en  augmentant/,,,,  /,„_,,  . . .  res- 
pectivement de y,„_, , Xm-'ii  ■  ■  ■• 

Si  donc  on  prend  pour  nouvelles  variables  les  /,  S  reprendra  sa 
forme  canonique,  et  F  prendra  en  même  temps  la  forme  suivante,  où 
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ne  lîg'urc  plus  rien  d'indélerminc  : 

17         ,         r             ,    /             \                 ( ni  —  j  )  ( m  —  2)  1 

F  =  +  X,  ^y„,     ^-  (m  -  i)y„  ,  h — '-  /,„_,  + . .  •  | 

[/                \                     (  "'  —  2  )  (  /;!  —  3  )  1 

j',„_ ,  +  (m  -  ■2)y,„_,  -+-  '- ^A !  _^.„,_3  ^ . . .  J 

+  -^^3  f  }'m-2  -(-  (m  —  3)7,„,.,  +  ...]+.... 

(>.   Passons  au  cas  où  l'équation  caractéristique  de  S  n'admet  (ju'une 
seule  racine  s,  égale  à  +  i  ou  à  —  i . 

Si  cette  racine  était  égale  à  —  i ,  ou  aurait 

S  =  TS', 

T  étant  la  substitution  qui  multiplie  toutes  les  variables  par  —  i,  et  S' 
admettant  +  i  comme  racine  de  son  équation  caractéristique.  La  sub- 
stitution T  transformant  évidemment  toute  forme  quadratique  en  elle- 
même,  les  formes  F  qui  sont  transformées  en  elles-mêmes  par  S  le 
seront  également  par  S'  et  réciproquement.  Nous  pouvons  donc  sup- 
])oser  .ç,  =  I. 

7.   La  substitution  S  étant  ramenée  à  sa  forme  canonique,  soient 

les  diverses  séries  entre  lesquelles  se  répartissent  les  variables;  et  soit 
Sa  transformée  FS  sera 

-  Mt(j^'f.  +  4-1  )  (•^*'  -+-  4-i)' 

pourvu  qu'on  supprime  de  cette  expression  les  termes  où  figureraient 
des  variables  avec  un  indice  inférieur  nul.  On  aura  donc 

r  Ï5         !5  =  ^A/,/,.{X/^^X^,-h  X/^.X^^'_,  H-  X/^_^X^,_^J, 

expression  qui  doit  être  identiquement  nulle. 
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Considérons,  parmi  les  termes  de  F  pour  lesquels  i  cl  /'  ont  des  va- 
leurs données,  ceux  dont  le  rang  k  +  k'  a  la  plus  grande  valeur  /■;  ils 
fourniront  à  la  difîcrcnce  FS  —  S  les  termes  de  rang  /"  —  i , 

(  I  )  ^^'L'i  J?L .  ^^'  -+-  ^'k  «^'-i  ')  • 

Tous  les  autres  termes  de  cette  différence  contenant  d'autres  variables, 
ou  étant  d'ordre  moindre,  ne  pourront  se  réduire  avec  ceux-ci;  ils  doi- 
vent donc  se  détruire  mutuellement. 

Soit  A.'^,._,^x^x'l_^  celui  des  termes  considérés  où  l'indice  p  de  la 
première  variable  est  minimum.  Il  fournira  à  l'expression  (i)  les  deux 
termes 

dont  le  })remier  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  autre  ;  car  il  est  évidem- 
ment le  seul  qui  contienne  une  variable  x'  affectée  d'un  indice  <|  p;  il 
doit  donc  disparaître  de  lui-même;  donc  son  indice  est  nul,  et  Ton  a 
nécessairement 

p  =  i. 

Le  terme  considéré  aura  donc  pour  expression 


D'ailleurs,  la  série  x',,  x'I,  . . .  contient,  par  hypothèse,  m''  variables 
seulement.  Pour  que  ce  terme  puisse  exister,  il  faut  donc  qu'on  ait 

/•^  I  -f-  m''. 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  établira  l'inégalité 

/■^i  -I-  m'. 

Deux  cas  seront  à  distinguer  ici,  suivant  cpie  i'  est  différent  de  /,  ou 
égal  à  /. 

8.  Premier  cas  :  i'^i.  —  Les  termes  considérés  seront 

A"'_ ^_ ,  x\  aj^L I  -+-  A"'_ ^^,  x'.,  x'^^„  H- . .  -f-  A"_ ,  ^ ,  x'^_ ,  x\ . 
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Les  Lenues  de  rang  /■  —  i  qu'ils  fournissent  à  FS  —  S  seront 

et,  comme  ils  doivent  se  délruire,  on  aura 

A'i'V-i  -t-  A'^^^_„  =  o,         A!;^^_.^  -+-  A3' ,._3  =  0,         — 

Par  suile  de  ces  relations,  Tensemble  des  termes  considérés  sera  de 
la  forme 

A'^r-f  [^',^r-,  —  ^'j^r-j  +  ^'î^r-s  —••-+(--   '  X  *')•_,  ^T',' ] . 

9.  Second  cas:i'^i.  —  Dans  ce  cas,  /■  sera  nécessairement  un 
nombre  pair. 

Supposons,  en  efl'et,  qu'on  eût  f  —  :>p  ^  i.  Les  termes  à  considérer 
seraient 

Ils  fournissent  à  FS  —  S  les  termes  suivants  d'ordre  /'  —  t, 

(^'.■2p ^  K,p-<  ^^\ ^^p-.  +  •  •  •  +  K.P^^'^'pK^ 

qui  ne  peuvent  disparaître  que  si  tous  les  coefficients  A  sont  nuls. 
Soit  donc  /■  =  ip.  Les  termes  à  considérer  seront 

A'i'.-jp-i^i^2p-i  +  A!,',p_,_,ic!,a7!;^_._. -f-. . .+  h"ppX'^x'p, 
el  fournissent  à  FS  —  S  les  termes  d'ordre  1—1, 

Ca;\;,_.  +  a;%p_„)x>;,^_,^.  .  .^  ('Ay_,,^,,  +  2Ay^)a;;_,ic;. 

Pour  qu'ils  s'annulent,  on  doit  avoir 

A^V.  =  -ALp_.=..--(-ir'^Ay^, 

ce  qui  réduit  les  termes  considérés  à  la  forme 

A';^ [.r^x;  -  2x;_,  x'p^,  + . . .  -h  (  -  I  )/>-'  2a;',  4^_,  | . 
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iXous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

Si,  pour  un  système  de  valeurs  déterminées  de  i,  i',  on  considère 
les  termes  h."i^i^x\x'k.  de  rang  le  plus  élevé  qui  sont  contenus  dans  F, 
leur  rang  r  ne  pourra  surpasser  la  plus  petite  des  deux  quan- 
tités I  —  m',  1  -t-  m'' . 

Si  i  <  i',  l'ensemble  de  ces  termes  sera  de  la  forme 

A',',._,  \x\x'^._^  —  rlx^^,^.  ..^  (  —  if  x'^^^x\]. 

Si  /=  «',  r  sera  un  nombre  pair  2/>,  et  l'ensemble  de  ces  termes 
sera 

Ap;,[4^^- 24-,^;.,-^- ••+('-!/"' 2-^' <;>-.]• 

10.  Cela  posé,  les  quantités  m\  . . .,  m',  . . .  étant  supposées  rangées 
par  ordre  de  grandeur  décroissante,  admettons  que  m',  ...,  muaient 
une  même  valeur  m,  mais  que  m'^' ,  . . .  soient  <  m.  D'après  ce  qui 
précède,  aucun  terme  de  F  ne  peut  être  de  rang  supérieur  à  i  -h  m. 
Mais,  d'autre  part,  il  existe  effectivement  des  termes  de  ce  rang  :  car 
les  q  premières  séries  contiennent  des  variables  d'indice  m  qui  figurent 
nécessairement  dans  F;  les  termes  qui  les  contiennent  renferment  une 
seconde  variable,  dont  l'indice  est  au  moins  égal  à  l'unité;  leur  rang  ne 
peut  donc  être  inférieur  à  i  -i-  /«. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  précède  que  ces  termes  ne  peuvent 
contenir  que  les  variables  des  q  séries  à  m  variables  et  que  leur  en- 
semble est  donné,  si  m  est  pair,  par  une  expression  telle  que 

(2)       ^^':'A<<--^'-2<-,-'-----^  (-')'"-'<<], 

î  =  i,  2,  ...,  (7..        i'=i,a q,         i'^i 

et,  si  7n  est  impair  =  ip  —  i,  par  l'expression 

(3)     \   '■'  .    . 
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11  est  maintenant  aisé  de  simplifier  Texpression  de  la  forme  F,  par 
des  substitutions  qui  conservent  à  S  sa  forme  canonique  et  qui  ont  été 
indiquées  plus  haut.  Ici  encore  nous  aurons  à  distinguer  les  deux  cas 
de  m  pair  ou  impair. 

11.  i"  Soit  m  pair.  Soit  a7„,  une  quelconque  des  variables  d'indice  m. 
Les  termes  de  F  qui  la  renferment,  étant  de  rang  i  -+-  m,  sont  con- 
tenus dans  l'expression  (2)  et  leur  ensemble  sera  de  la  forme 

x'„,{A"x\  -[-...+  A'j;',  -+-.. .). 

L'un  au  moins  des  coefficients  A",  ...,  A',  ...,  par  exemple  A", 
sera  ^o;  et,  comme  on  peut,  sans  altérer  S,  remplacer  x\,  . . .,  x\^^  par 

ji,x\,  ■  •  •>  T7F  ^"m)  il  est  permis  de  le  supposer  égal  à  l'unité. 

La  forme  F,  contenant  le  terme  a;',  a;^,^,  contiendra  parmi  ses  termes 
d'ordre  m  -\-  i  les  suivants 

( 4 )  x\  x^  -  x>;„_ ,  + . . .  -h  (  -  I  )'"-  '  ,r;  x^ . 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  qu'on  peut,  sans  altérer  S,  faire  dis 
paraître  de  F  tous  ceux  de  ses  termes  qui  contiennent  une  des  varia- 
bles x\,  . . . ,  x\,/,  x'\ ,  ...,  x"^  sans   être  bilinéaires  par  rapport  à  ces 
deux  séries  de  variables. 

Soit  d'abord  x\,  ...,  a;^,  ...  une  autre  série  de  variables,  distincte 
des  deux  précédentes;  s'il  existe  des  termes  bilinéaires  par  rapport 
aux  deux  séries  x"  et  x',  considérons  ceux  d'entre  eux  dont  le  rang  /• 
est  le  plus  élevé;  il  seront  de  la  forme 

B(x",  x\  ^  —  x.,x'^_.,  -f- .  . .). 
Changeons 


x,„  —  Bic^_, ,     ar'„_,  —  Ba;'._j,     . . . ,     a?„,_^^^  —  Ba;', . 

L'accroissement  subi  par  les  termes  (4)  par  suite  de  cette  substitu- 
tion détruira  ces  termes   de  rang  /■;  et  les  autres  termes  bilinéaires 
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en  x\,  ...,  x"m  et  x[,  ...,  que  cette  même  substitution  pourra  intro- 
duire seront  évidemment  de  rang  <[  /■.  Cette  opération  aura  donc 
pour  effet  de  diminuer  r.  Par  une  série  d'abaissements  de  ce  genre,  on 
finira  par  faire  disparaître  complètement  les  termes  bilinéaires  par 
rapport  aux  séries  x"  et  x'. 

En  second  lieu,  s'il  existe  des  termes  quadratiques  par  raj)])ort  aux 
variables  x",  considérons  ceux  dont  le  rang  est  le  plus  élevé.  Ce  rang 
sera  un  nombre  pair  2/?,  et  ces  termes  seront  de  la  forme 

B(x;-  2a,-;_,x;,,-^...+(- iy-''2x\x:^_,). 

(  'changeons 
on 

^m+(-  'Y^Kp-,,    ••,   "t';„_^p^3  +  (- i)/'Bj-';. 

L'accroissement  des  termes  (4)  détruira  les  termes  de  rang  ip,  et 
les  autres  termes  quadratiques  par  rapport  aux  x"  cjui  pourront  être 
introduits  seront  de  rang  <^  ip.  Par  une  suite  d'opérations  analogues, 
on  pourra  faire  disparaîlre  complètement  ces  termes  quadrati(jues. 

On  fera  disparaître  par  un  procédé  tout  semblable  les  termes  bili- 
néaires par  rapport  aux  x'  et  aux  x',  ou  quadratiques  par  rapport 
aux  x'. 

On  ramènera  donc  finalement  F  à  la  forme 

F  =  Bx'x"  +  *, 

\ix'x"  étant  bilinéaire  j^fir  rapport  aux  x'  et  aux  x"  et  4»  ne  contenant 
plus  ces  variables. 

La  forme  bilinéaire  B^^/  pourra  être  traitée  par  le  procédé  employé 
dans  le  cas  où  s]  était  ^i  (n"*  4  et  5)  et  ramenée  à  une  forme  cano- 
nique complètement  déterminée. 

Quant  à  la  forme  $,  si  elle  contient  encore  des  séries  de  m  variables, 
on  pourra  en  extraire  une  seconde  forme  bilinéaire,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  forme  W  ne  contenant  plus  c|ue  des 
séries  de  moins  de  m  variables,  et  à  laquelle  on  appliquera  les  mêmes 
procédés  de  traitement  qu'à  la  forme  primitive  F. 

Journ.  de  Math.  (.')•  série),  lome  IV.  —  Fasc.  III,  1888.  47 
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12.  2°  Soit  m  impair  =  2/*  --  i.  Les  termes  de  rang  m  +  i  seront 
donnés  par  la  formule  (3).  Considérons  ceux  de  ces  termes  qui  ne 
contiennent  que  les  variables  dïndice/?.  Ils  constituent  une  forme  qua- 
dratique 

qu'on  peut  réduire  à  une  somme  de  carrés  par  une  substitution  de  la 

forme 

^'p     a,,.x-;,+  a,,,.r';,H-..., 


<  '^i,'^p+^i2-'-p- 


Cela  posé,  la  substitution 


a^,ic^-H  y-i.x^ 


1  (A  =  .,  ...,  2/>-0, 


qui  n'altère  pas  S,  ramènera  (5)  à  une  somme  de  carrés.  Les  rectan- 
gles a-' .r''  ayant  ainsi  disparu  de  l'expression  (3),  elle  se  réduira  à  sa 
seconde  partie,  où  les  coeflicients  A'^'^  seront  d'ailleurs  égaux  à  i .  Elle 
deviendra  donc 

2[-44-  2X;-,X;,,  +...  +  (-   .)'"'^-<  4;,-, i- 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  encore  transformer  F,  de  telle  sorte 
qu'elle  n-e  contienne  plus  que  des  termes  quadratiques  par  rapport  aux 
variables  de  l'une  des  séries  ./;'  qui  figurent  dans  l'expression  précé- 
dente. 

Supposons  en  effet  que  F  contienne  des  termes  bilinéaires  [)ar  rap- 
port aux  deux  séries  x',  x'' .  Considérons  ceux  de  ces  teiiues  dont  le 
rang  /•  est  maximum;  ils  sont  delà  forme 

A  (  x\  x'^^  I  —  x'.,  x'^_.-,  -{-...). 
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En  changeant 

(Ml 

on  les  fera  disparaître,  et  Ion  ninlroduira  en  t'ait  de  termes  analogues 
(jue  des  termes  de  rang  moindre.  En  répétant  cette  opération,  on  arri- 
vera à  la  destruction  complète  de  ces  termes. 
On  aura  donc 

F  =:/+$, 

f  étant  une  l'onction  (juadralicpie  des  x'  et  $  ne  contenant  plus  cette 
série  de  variables. 

Il  ne  nous  reste  évidemment  qu'à  achever  la  réduction  de  la  formey, 
la  forme  $  pouvant  ensuite  être  traitée  comme  Ta  été  la  forme  F. 

15.   Soit,  en  supprimant  l'indice  ?  désormais  inutile. 

+  (-  i)P-'  ix,  x.,p^,  -+-  2  Aaa'X-^X;;,  (A-  +  A-')  <  2y>,     A'5  A). 

On  pourra  faire  disparaître  les  termes  qui  contiennent  les  carrés  des 
vai'iables  .rp_, ,  . . .,  x,. 

Supposons,  en  effet,  qu'après  s'être  déjà  débarrassé  des  carrés  de 
Xj,_f,  ...,  Xp_/,^.,,  on  cherche  à  faire  disparaître  le  terme  Ap^/,^p_fiX'p  ^ 
sans  réintroduire  les  termes  déjà  supprimés. 

On  y  parviendra  en  opérant  la  substitution  suivante 


_     {-lY      4 

'/J4-A         -^ p+k  ^         -^p—k.p-k-^p-  kl 


(—0* 

^'■2k^i       •^jA+i    —    — ~ Ap-k,p-kXf. 


Lorsque  ces  carrés  auront  ainsi  disparu,  la  forme/' ne  pourra  plus  con- 
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tenir  aucun  terme  où  les  indices  k  et  k'  soient  tous  deux  <ip-  En  cfTel, 
s'il  existait  des  termes  de  ce  genre,  soit  A^,,-x^xy  l'un  d'eux,  choisi  de 
telle  sorte  que  A' —  k  soit  minimum. 

Les  termes  qui  contiennent  les  carres  dos  variables  d'indice  </? 
ayant  été  supprimés.  A'  —  A  ne  pourra  être  nul,  et,  comme  k' <ip,  1^  sera 
<^p  —  I.  Cela  posé,  la  substitution  S  opérée  sur  y  accroîtra  le  terme 
considéré  de  trois  autres 

I^e  premier  de  ces  termes  ne  peut  disparaître;  car  les  seuls  termes 
de  y  d'où  pourrait  résulter  un  terme  qui  se  réduise  avec  celui-là  seraient 
les  termes  en  X/,^,x^-_,  ou  en  X;,^,X/,'.  Le  second  de  ces  termes  ne  peut 
exister,  par  hypothèse,  car  les  indices  y  sont  <C_p  et  leur  différence  est 
moindre  que  A'  —  A".  La  même  observation  s'applique  au  premier,  sauf 
le  cas  où  A'—  A  =  i;  mais  alors  il  se  confond  avec  le  terme  primitif 
en  Xa-Xa  . 

li.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  pourra  mettre  /  sous  la 
forme 

les  indices  de  sommation  ij.,  ^j.'  variant  respectivement  de  o  à  ^  —  i  et 
de  o  à/?  —  iji  —  I,  et  les  a^^^-  étant  des  coefficients  à  déterminer. 

D'après  ce  que  nous  connaissons  déjà  sur  la  forme  des  termes  de 
rany  maximum,  on  a 

'^OO^'j  ^10  ^^^  ^2«  ^^^  .  .  .  ^    2. 

D'ailleurs/  doit  être  transformée  en  elle-même  par  S;  et  celte  con- 
dition va  nous  permettre  de  calculer  de  proche  en  proche  les  autres 
coefficients  a. 

En  effet,  remplaçant  généralement  r^. par  .z;^  +  X/,_,,fS  —  S  sera  nue 
somme  de  termes,  dont  chacun  contient  une  variable  affectée  d'un  in- 
dice au  moins  égal  k p  —  i  et  a  un  rang  au  plus  égal  à  2p  —  i. 
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Dailleurs  les  termes  de  rang  2/)  —  i  se  détruisent  muluellenienl. 
car  c'est  par  cette  condition  cjue  nous  avons  déterminé  les  coefficients 

f'^ooi    •  •  •■>   ^\1.01    •  ■  ■  • 

Le  terme  général  de /S  —  S  sera  donc  de  la  forme 

/i  étant  >  o  et  A'  >  o. 

Il  existe  en  général  dans  S  trois  termes  qui  peuvent  concourir  à  le 
produire;  ce  sont  les  suivants 

( —  0    ^    "    (fk~l,k'-''/>-i+k-^p-k-k'+n 
( —  l)    *^     ~    '^k.k'-f'^'p^k-^'p-k-k'+l 

et  l'on  aura 

^kk=(—  •/^^'(«AA'—  «/t-l,A'—  «A-,A'-.)- 

Mais  B^;;.'  doit  être  nul  ;  on  a  donc  la  formule  récurrente 

Okk'  =  ^A--l ,  k'  "+~  f'A.A'-  I  • 

Remarquons  toutefois  que,  si  k  =  o,  il  n'existe  pas  dans  S  de  terme 
ail'ecté  du  coefficient  ai,_^_i^\  alors  la  formule  se  réduit  à  la  forme  plus 
sim[)le 

<'''oA'=  ^o,A'-l  • 

Posons  dans  ces  formules  k  =  o,  1 ,  . . .,  u.  et  ajoutons;  il  viendra 

«iiA'^  ^  '-''a.A'-i' 
0 

Soit  d'abord  A' =  i;  on  aura,  d'après  la  valeur  connue  des  coeffi- 
cients a^o, 

O^,  =  2[J.-M. 

Faisant  ensuite  A'  =  2,  il  viendra 

u. 


2(2A+i)  =  2i^i^+;..+ 
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-^  r     A{A -t-i)        ,  1 


lJ.(;^  +  l)(,j.  +  2)  (|X-HI)(|X4-  2) 


2.3 


i- 


•I  cnliii,  généralement, 


I  .  2  .  .  .  (  p.'  —  I  ) 


=  (2(J.  +  a') \r_^ / . 

^      '  '      ^  I  .  2  .  .  .  jJ. 

lo.  L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  la  forme  /  peut 
être  simplifiée,  si  l'on  consent  à  faire  perdre  à  la  substitution  S  sa  forme 
canonique. 

On  a,  en  eflet,  en  réunissant  ensemble  les  termes  de  /'  (pii  conlien- 
nent  cbacune  des  Cjuantités  x,,  . . .,  Xp^,, 

f=  -ï-i  ■/!,+...+  ./_■/,_,  -t],,^,  4-  xl, 

■/],,  ...,  rip_,  étant  des  fonctions  de  x.^p^,,  . . .,  Xp+,,  Xp,  linéairement 
indépendantes  par  rapport  à  x.,p_,,  . . .,  Xp^,. 

La  substitution  S  les  remplacera  par  des  fonctions  H,,  . . .,  H;,_,  de 

■''■jp~t,  ...,.x'p,  Xp^^,  qu'on  peut  e\|)rimer  au  moyeu  de  Tj,,  ...,  ■/]/,_,, 

■'-'/"  -''r- 1  ■ 

Prenons  les  y]  pour  variables  indépendantes  à  la  place  de  ■r.,p_^,  . . ., 

■''l'^i  i  /  'lura  pour  expression 


x,y], 


et  S  prendra  la  forme 

X,, 

s  = 

..,Xp 

.X-,,-  .. 
H,, 

,  Xp-i-Xp_, 

11  reste  à  déterminer  les  fonctions  inconnues  H  par  la  condition 
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qui  donne 


X,  H,  +  Çv.,  -h  X,  )H,  + . . .  +  (.r^_, 
=  X,  T, ,  + . . .  -(-  .,:,,_,  •/]p_,  -I-  x; . 


,)Hp_,  -i-(xp  +  Xp_,)- 


L'idcnlificalion  des  termes  eu  a;,,  . . .,  Xp^.,  donnera 

■/],  =  II,  +  H,,  ....  r^p-,  =  Hp-,^lip^, 

et  celle  des  termes  restants  donnera  ensuite 

"1/>-f  =  H/,_,  +  Xp_,  -+-  -iXp. 

La  résolution  de  ces  équations  donnera 

Ha=  r,,  -  •^^,.,  -f-. . .  -f-  (^  iy-'-*(r„,_,  -  Xp_,  -  -iXp). 

16.  Nous  obtenons,  comme  conclusion  de  cette  analyse,  la  propo- 
sition suivante  : 

Pour  qu'une  suhstiluiion  S  puisse  transformer  en  cUc-mènu-  une 
forme  quadratique  de  déterminant  ^o,  il  faut  et  il  suffit  qu'on, 
puisse,  par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes ,  la 
mettre  sous  la  forme 

S  =  S'S"..., 

les  substitutions  partielles  S',  S",  . . .  altérant  chacune  des  variables 
distinctes  et  ayant  l'une  des  deux  expressions  suivantes  : 


(I) 


/il   •  ■  •  1  y  m       ç  J'i  '    •  •  •  )   ^   {y  m  -i- J'm^i  ) 


{le  nombre  m  étant  assujetti  à  être  pair  si  s  =^dz  1), 

(II)  I  -- ,-./.-,      /:,,  ...,/::,;,^,   I,  (<=±i)- 

Ces  conditions  étant  supposées  satisfaites,  toute  forme  quadra- 
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llqur  V  de  délenninanl  différent  de  zéro  et  que  S  transforme  en 
elle-même  pourra,  par  un  changement  de  variables  qui  n'altère 
pas  r expression  déjà  donnée  à  S,  être  ramenée  à  la  forme 

F',  F",  . . .  étant  des  formes  quadratiques  partielles,  contenant  res- 
perti^ement  les  mêmes  variables  que  les  substitutions  S',  S",  — 

Sil'une  de  ces  substitutions,  telleque?>',  est  de  forme  (l),  F'  aura 
pour-  expression 


(m  —  2 )  ( 7»  —  3 ) 


-./;,  [>',„_,+ (m  —  2))-„ 


-^■vA)'">-2  +  ('»  -  3)j-,„_3  +  ---]4-...  +  (-  i)'"  'x^y,. 
Si,  au  contraire,  S'  est  de  Informe  (II),  F'  aura  pour  expression 


--p+i  -/j-i 


~'-p+2-^p—2        ...  +  (         I)         2Z.,p_^. 

où  [i.  varie  de  o  à  />  —  i ,  et  pi'  f/e  i  à  /j  —  i  —  [j.. 
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Sur   u/t   thcorcme  d' Elcctrodyjiamiqitc ; 
Par   m.   p.  DUHEM. 


Ampère  a  montré  que  loutes  les  actions  mutuelles  des  courants 
électriques  uniformes  pouvaient  être  embrassées  par  une  loi  unique 
donnant  l'expression  de  Faction  qu'un  élément  de  courant  uniforme 
exerce  sur  un  autre  élément  de  courant  uniforme;  cette  force,  d'après 
la  loi  proposée  par  Ampère,  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les 
deux  éléments;  de  plus,  elle  vérifie  la  règle  de  l'égalité  entre  l'action  et 
la  réaction. 

Les  expériences  ne  peuvent  faire  connaître  l'action  nuiLaelic  de  deux 
éléments  de  courant,  mais  seulement  l'action  d'un  courant  tout  entier 
sur  un  élément  de  courant.  Il  en  résulte  que  toute  loi  élémentaire  qui 
conduit  à  la  même  expression  que  la  loi  d'Ampère  pour  l'action  d'un 
courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  courant  uniforme  peut 
être  substituée  à  la  loi  d'Ampère.  C'est  ainsi  que  Grassmann  a  pro- 
posé une  loi  élémentaire  susceptible  de  remplacer  celle  d'Ampère. 

Si  l'on  suppose  donnée  l'action  qu'un  courant  fermé  et  uniforme 
exerce  sur  un  élément  de  courant  uniforme,  l'action  élémentaire  est 
susceptible  d'une  infinité  d'expressions  différentes.  Mais,  parmi  cette 
infinité  de  lois  élémentaires,  une  au  plus  est  compatible  avec  la  règle 
de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction.  Par  conséquent,  il  est  impos- 
sible de  trouver  une  loi  diflcrente  de  la  loi  d'Ampère  qui  soit  compatible 
avec  cette  règle,  et  qui  conduise  aux  mêmes  conséquences  que  la  loi 
d'Ampère  pour  l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément 
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de  courant.  C'est  à  Gauss(')  qu'est  dû  ce  théorème,  dont  on  a  donné 
depuis  plusieurs  démonstrations. 

Nous  nous  proposons  de  résoudre  une  cjucstion  plus  générale  que 
celle  (pie  Gauss  a  résolue  par  le  théorèuie  précédent;  cette  ([uestiou 
est  la  suivante  : 

Si  /'o/t  connaît  Vaclion  qiiun  courant  fermé  et  unijornic  exerce 
sur  un  éU'tnicnl  de  courant  uniforme,  et  si,  de  plus,  on  assujettit  la 
loi  élémentaire  à  satisfaire  à  la  condition  que  le  travail  produit 
dans  le  déplacement  de  deux  éléments  de  courant  par  les  actions 
mutuelles  de  ces  deux  éléments  dépende  uniquement  du  changement 
de  position  relative  des  deux  éléments,  la  loi  élémentaire  est-elle 
coniplètemcnt  déterminée? 

\()us  allons  démontrer,  en  réponse  à  cette  c|uestion,  qu'//  existe 
au  plus  une  loi  élémentaire  compatible  avec  les  conditions  impo- 
sées. 

I.  Imaginons  une  première  loi  élémentaire,  d'après  laquelle  l'action 
qu'un  élément  de  conducteur  de  longueur  ds',  traversé  par  am  courant 
tl'intensité  -V,  exerce  sur  un  élément  de  conducteur  de  longueur  ds, 
traversé  par  un  courant  d'intensité  :^,  se  compose  d'une  force,  appli- 
(juée  au  milieu  de  l'élément  ds,  ayant  pour  composante 


(  I  ) 


et  peut-être  aussi  (comme  il  arrive  ilans  la  loi  de  M.  H.  von  Helm- 
hollz)  d'un  couple  dont  l'axe  ait  pour  [)rojections 

s^^' DV..  ds  ds' , 
-■s.y  SL  ds  ds' . 

(')  Gauss,  Werke,  M.  V,  p.  628. 
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Imaginons  ensuite  une  seconde  loi  élémentaire  dans  laquelle  les 
mêmes  grandeurs  aient  pour  valeurs 

/  .5.3' A-,  dsds', 
(3)  '  ,vV-T,  dsds\ 

\  -3 -3 's,  dsds' \ 

I  -vV^i  dsds', 
(1)  <  '^y  Sn,d.'ids', 

{  -vVx,  dsds'. 

La  loi  représentée  par  les  expressions  (i)  et  (2)  est  supposée  con- 
duire aux  mêmes  consécjuences  que  la  loi  représentée  par  les  expres- 
sions (3)  et  (4)  lorsqu'on  calcule  l'action  qu'un  conducteur  fermé 
quclonque,  auquel  l'élément  ds'  est  supposé  appartenir,  traversé  par 
un  courant  uniforme  d'intensité  -3',  exerce  sur  un  élément  de  conduc- 
teur ds,  traversé  par  un  courant  d'intensité  .3.  Cette  première  condition 
s'exprime  par  les  égalités  suivantes 

33'  ds  f  -X-  ds'  =  -3-"i'  ds  f  .X,  ds% 

.3,5'  ds  f  ;y  ds'   =  -%■>'  ds  f  ^,  ds', 
.^.^'  ds  f  &  ds    =  -v>'  ds  f  i ,  ds', 
,•>-•)'  ds  fj^ds'   =  .-s-V  ds  f  t^i  ds', 
p,,V  ds  f  311.  ds'  =  .-s-V  ds  f  ait ,  ds', 
.S.V  dsf  X,ds'  =  :!):)'  ds  f  3^  f  ds\ 

l'élément  ds  ayant  une  position  et  une  orientation  quelconques,  et  les 
intégrales  s'étendant  à  un  contour  fermé  quelconque. 


Il  en  résulte  que,  si  Ton  pose 

1  X  =  a;.-a:, 

L=     r, 

-•'6 

(5)                         Y=iT,-iT, 

M  =  Dll-, 

—  D\1, 

Z  =  i,  -i, 

-^  =  ;)Ti, 

—  Oî,, 
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on  aura 

/X^/.s-'=o, 

_/"L  ils'  =  O, 

/Y^/s'=o, 

J'yids'=o, 

fZds'^o. 

/■Xf/.v'=o, 

([uellcs  (|U(^  soient  la  position  et  lorienlation  de  1  élément  ds, 
(jue  soil  la  position  du  circuit  fermé  dont  fait  partie  Félément 
quelle  que  soit  sa  forme,  anguleuse  ou  non.  Ces  égalités  équivale 
suivantes 


quel!,' 
ds',  et 
nt  aux 


(«) 


X=^'P[u:,y,z- 


d.r     dy     dz 


dy    dz 

7/,ç'  Th 


z  =  ^  ^r 

Os 


M 


ds' 


n 


_,  _    dx     dy     dz 


ds 

dx 

ds  '   ds  '  ds 


d.v     dy     dz 
^y''  '">  Ts'  Ifs'  ds 

dx    dy    dz 
'^^  ^''Tïs'  ~ts'  ds 


os 


,      ,  dx     dy    dz 


.r,  ^',  ;  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  ds  et  x-',  y',  ;'  les  coordon- 
nées d'un  point  de  ds  . 

Ces  égalités  expriment  simplement  que  la  loi  élémentaire  repré- 
sentée par  les  expressions  (i)  et  (2)  conduit  aux  mêmes  conséquences 
que  la  loi  élémentaire  représentée  par  les  expressions  (3)  et  (4)  pour 
Faction  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  courant  uni- 
forme. 


2.  Introduisons  maintenant  l'hypothèse  que,  dans  chacune  des  deux 
lois  élémentaires  proposées,  le  travail  produit  pendant  un  déplacement 
quelconque  des  deux  éléments  ds  et  ds'  par  les  actions  mutuelles  des 
deux  éléments  (/set  rfs' dépend  uniquement  du  changement  de  posi- 
tion mutuelle  des  deux  éléments  ds  et  ds' . 

Dans  la  première  loi,  l'action  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds'  se 
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compose  d'une  force,   appliquée  à  Fclémcnt  ds',  ayant  pour  compo- 
santes 

?,:!,' XJ ds ds' ,     .y.y^'dsds',     Si.Vi:' dsds' 

et  d'un  couple  dont  l'axe  a  pour  projections 

-v^'-i;'  ds  ds',     .-s.s'DrJ  ds  ds\     ,3.-^'X'  ds  ds' . 

Dans  un  déplacement  élémentaire  de  l'élément  ds^  les  coordonnées 
du  milieu  de  cet  élément  varient  de  ox,  Sy,  Ss.  Cet  élément  subit  au- 
tour d'un  axe  passant  par  son  centre  une  rotation  dont  les  composantes 
sont  Sa,  (Sp,  Sy.  De  même,  dans  un  déplacement  élémentaire  de  l'élé- 
ment ds',  les  coordonnées  du  milieu  de  cet  élément  varient  de  ox\ 
cy',  ùz'.  Cet  élément  subit  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre  une 
rotation  dont  les  composantes  sont  ou',  ojî',  oy'-  Le  travail  efTcclué  a 
pour  valeur 

3-3'(-V-  ox  -h  rfùy  -h  i-  oz  +  j^ioy.  -f-  DXL  ojï  -+-  Dî,  oy 

-I-  -V-'  ox'  -+-  .T' S/'  +  i'  oz'  -\-  j^  oa'  -h  OK,'  o3'  -t-  3X,'  oy'  )  ds  ds'. 

Cette  quantité  doit  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

? (  ox'—  ox) -h  ■i](oy  —  oy)  -+-  'C(oz'  —  oz) 

+  Xocc'  -  oa)+  [j.(S|3'-  op)  +  y(oy'  -  oy), 
quels  que  soient 

ox,     oy,     oz,     ox',     oy',     oz', 
oix,      gp,      oy,      Sa',      Sjî',      oy'. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait 

a;  -+-  X-'  =  o,  j^-h   4^'  =  o, 

g-  +  .T'  =  o,         DR.  +  Oit'  =  o, 
&  4-  t-'  =  o,  3Î,  +  X'  =  o. 

La  seconde  loi  élémentaire  doit  donner  lieu  à  six  égalités  analoijuos. 
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Il  on  résulte  que,  si  l'on  désigne  par 

X',     Y',     Z',     L',     M',     N', 

ce  que  devienncnl 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N, 

lorsqu'on  y  remplace  les  lettres 

^^   j)    -)    -^S   y\    =\    s,    •?' 

respectivement  par  les  lettres 

x,     y',     z',     X,     y,     z,     s\     s, 

on  doit  avoir 

[  X  +  X'  =  o,  L  -t-  L'  =  o, 

(7)  Y  +  Y'  =  o,         M-+-M'  =  o, 

(z  +  Z'  =  o,  N+N'  =  o. 

Désignons  par  $'  ce  que  devient  la  fonction  <&  lorsqu'on  'y  permute 
les  lettres 

X,     y,     z,     .s 
avec  les  lettres 

x',  y,   -',   s'; 

la  première  des  égalités  (7)  pourra,  en  vertu  de  la  première  des  éga- 
lités ((i),  s'écrire 

<)<l-  6/*' 

Ils'         as 


d.r'  dy'  dz'  ,   dx  ,   dy  ,   dz 


on  posant 


(H 

57    -  '■^^' 

(91'' 
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Celle  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point 
(.r',  y',  z')  sur  le  circuit  fermé  dont  fait  partie  Télément  ds'.  On  aura 
donc  une  nouvelle  identité  en  difTérentiant  celle-là  par  rapport  à  -s'  : 


()3,  fdjc'\-       d'fi  fciy'\'   ,    à 


•z'\ds'J 


(.9) 


d-r'  \  ds'  j  dy'  \  ds'  j          dz 

()-i.2  d-iA  dy'  dz'        /  0'^3         (hi\  dz'  dx' 

dz'  dy' j  ds'  ds'         \dx'        dz' J  ds'    ds' 

.ûy'  dx'  j  ds'  ds' 


[        r  (^'fi  dx         f}'i'o  dy         dz'';  dzl 

\  L  '^^'  '^'*'       '^^'  f'-^'      '^^'  ds  J 

Dans  cette  identité, 

X,    J,     z,     x',    7',     z' 

sont  six  variables  indépendantes; 

dx        dy        dz        dx'       dy'        dz' 
ds         ds        ds         ds'        ds'         ds' 

sont  six  autres  variables  liées  par  les  relations 

i(§)'+(fr+(s)"='. 

<1*  ne  dépend  pas  de  --^>  "T'  '  7^'  *^*  "°  dépend  donc  pas  de  -t^>  -^, 
-^;  il  en  est  de  même  de  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,y,  z, 
c  esl-a-dire  de  o,,  o.,,  ç.,,  et  aussi  de  -yf»  -^5  -jf  •  Par  conséquent,  le 
second  membre  de  ridentité  (9)  est  une  fonction  linéaire  et  homogène 

de  -j-y  -j:'  -J--  Il  doit  en  être  de  même  du  premier,  quelles  que  soient 

I  ,  .  ,  ,       '       /    dx'     dy'     dz' 

les  valeurs  que  puissent  prendre  ,r,  y,  z,  x  ,  y  ,  z  ,  -r:,  >  -p  >  -ry 
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Laissant  à  x,y,  :■,  x',y',  z'  des  valeurs  quelconques,  faisons 
dx'  dr'  dz' 

-l—     =     ^->  -7^=0,  -7^=0. 

ds  '  du  '  c/i 

\jC  premier  membre  de  ridcntité  {<■))  se  réduit  à -y^-  Donc,  pour 

,  .•      r-  1     d.r'     dr'     dz'     t).i,  •  1    -,    -  e 

ces  valeurs  particulières  de  -rr»  -7-7'  -rr>  V-;  se  réduit  a  une  lonction 
i  ds       ds      ds      ax 

linéaire  et  homogène  de  --^  >  -7- >  -^^  •  INIais  $,  par  conséquent  o,,  et  par 
conséquent  aussi  -r^j  ne  dépendent  pas  de  -^7  >  -rr  '   7-7  •  O'i  "^oit  donc 

1  d.i  '  '  f/i        c/i       rA' 

que  ~r  est,  en  toutes  circonstances,  une  fonction  linéaire  et  liomo- 

eène  dc-T-j  -î-»  -r^-  On   démontrerait  d'une   manière  analogue  que 
ds      ds     ds  '  ' 

(>j,      ,    d-i^  y    ^       e        ,■  r     ■    •  »  1  '  ^     dr     dy     dz 

-~  et  Vt  sont  des  lonctions  linéaires  et  liornooenes  de  -7- ,  -— >  -7- • 
Oy  oz  -  ds      ds     ds 

Ces  résultats  étant  obtenus,  l'identité  (9)  montre  que 

f);'         '^.V/  </•*'   ds'         \dx'         dz'  )  ds'    ds'  \'^„>''         ôx'  J  ds'    ds' 

dx 
est,  en  toutes  circonstances,  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  -3-1 

dy     dz     .^     ,,  .  ,  .  d.t'  dy'  dz' 

-^y  -J--  hn  taisant  alors  successivement  -r-r  =0,  -fr  :=  o,  ^-7  ^  o,  et 

ds     ds  ds  ^   ds  '   ds 

en  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  verra  sans  peine  que 
dz'    '■   oy' 

dx'         dz' 

dy'  ^  dz' 

sont  des  fonctions  linéaires  et  homoçrènes  de  -ri  ^>  -;^- 

'^  ds      ds     ds 

■    Mais,  d'autre  part,    d'après  la  définition  des  fonctions  o,,  o.,,  O3, 


siii    UN    rin.:(iiii:.\ii-;    u  i:i,i';i:  ruiui'i  n  vm  un  i:. 
onih''!'  iiar  los  ('■i;;irLti''s  (  S  ),  nii  a 


(  )ii  \  ml  ildiir  (iiH'  h's  si\  niiaulilc^ 


<)-i,  ,K,  ,)■-,  <)..  ,):.;  i). 


iliclinris   llllcail-cs  cl     lliiIllouriK 


,/r       ,/)        ,/, 


-/^         7s        ,/s    '  I 

{Mii'laiil  aii\  ('L^alih's  (  S  ),  |  irn  I  s  ('■iiniiccr  ainsi  ;    rniilcs  les  i  li'aiN  ''i'-;  |iii  i- 

1  irlli's  illl  scrdilil  Dlill'c  (le  'I',  i'll\  isai;!'  roiiiiiii'  Ixiil  inii   de  ,r'.    r  .  ;  ,   snnl 

,,..,...  ,  .  ,       ,/r      ,/i       ,/: 

(ii'S  lolIclKKls   liiicaiics  cl    IloliKi^i'IM'S  lie  ■      ," 

1,11   ciiiisi''!  |iiciicc.  la  liiiiiiiDii  '1'  |icii|   N  c\  I  ni  :iici-   di'   la    iiiaiiicrc   --iii 
\  aiili' 


J , 


,h  .1: 


,U  -    ,1s 


a,  .1-  -~  a  ,  r 


a  ,,    I  _,.  -'.  ,  /•laill  lies  Iniicllniis  lies  vai'iaMcs   r,   r.    -.  .r'.    i    .  ;  .  cl  -y  ,  .   a  ,, 

7. ,.   7  ,  lies  loiirl  iMiis  lies  \  ai'jalik'S  .'■.>'.  r.       -  ^     .    -        ■ 

i'il  \eiill   lie  celle  e\  |  ires^li  m  Mil  lie  la   Iniiclliiii  '1'  d  (le  la    |iiciiiic|e 
(les  ('■i;alil(''S  (  (i  ),  iiniis  aili'nlis 


J,.iir„.    ,/r     \/,,/l. 


,;■!•  <)   \    ,    ,/  r  ,1   \    .    ,l^  ,)   \   ,    ,/: 

,As'  ih    '    ./a     ""'      ,K        ,/s     ''     ,1.       ,1s 

,1  r'  ,/,'  ,/:. 


\\    -   I  ..-.    I\ 
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On  peut  loujours  supposer  que  les  fonctions  a,,  a„,  a.,,  a,,  ne  ren- 
fermcnl  aucun  terme  du  premier  degré  en  -^,  y-,  y'  car  les  termes 

du  premier  degré  en  ^>  -y-;  ~i  qui  figureraient  dans  les  expressions 
!z,.r',  «o  r',  a., r',  a,,  pourraient  loujours  être  réunis  avec  les  quantités 


-l., 


f/.i-  cly  dz 

ch  '  '    -  ds  '  '■  '^  «ii 


contenir  aucun  terme  du  premier  degré  en  —7-,  '-^,  -^,  aucune  réduc- 
tion ne  peut  avoir  lieu  entre  les  divers  termes  de  la  quantité 

d^'  dy'  dz' 

'  as  -  ds  ■*  ds 

cl  les  divers  termes  de  la  quanlilé 

f)-l,,   d.r         ÔX..  dy         t)-A  3  --/; 
ùs'     ds  ds'    ds  as'    ds 

,        .  ,  ,  .         ,         ,  d.r    dy    dz 

ces  derniers  étant  tous  du  premier  degré  en  -5-»  -i->  -r- 
1  o  ds     //s     ds 

La  force  X,  ne  devant  évidemment  pas  changer  de  grandeur  lors- 

({if  on  change  l'origine  des  coordonnées  sans  changer  la  direction  ni  le 

sens  des  axes,  ne  peut  dépendre  des  variables 

•^J         }'j  ~''l         -^   !        Xi 

(|ue  par  les  binômes 

(x'-x),    (y -y),    (--'  —  -)• 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  doit  en  être  de  même  séparé- 
ment de  l'expression 


et  de  Texpression 


d.r'  dv'  dz' 

a,  -yr  -r-  a.,  -—■  -+-  7.3  -r-,) 
ds  -  ds'  ■'  ds' 

dXt  dr  ^  0^2  dy  _^  àjU  d^ 
Os'    ds     '      ds'     ds  Os'    ds 
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Mais  a,,  a^,  a^,  et  par  conséquent  la  première  des  deux  expressions 
que  nous  venons  d'écrire,  ne  dépendent  pas  des  variables  x,  y,  z.  Il  en 
résulte  que 

c/.r'  dv'  dz' 

'  ds'  -  ds'  ds' 

d.r' 
ne  dépend  pas  de  x\y',  z'.  Gela  doit  avoir  lieu,  c[ucls  cpie  soient  -p-, 

-~,  ^;  et,  connue  a,,  a^,  cn^  ne  dépendent  pas  de  ces  dernières  va- 
riables, on  voit  que  a,,  aj,  a^  sont  des  quantités  indépendantes  de  x', 
>'',  r'  comme  de  ./•,)',  -.   Ces  quantités  dépendent  uniquement  de  -j-, 

-^)  ^>  en  sorte  que  nous  pouvons  écrire 

ds     ds  •  '- 

dx-     dy     dz 
ds      ds     ds 


(i3) 

L'expression 


/dx    dy    dz\ 
a.,  =  y...  1  -J-!  -y->  -r  h 
-  \  as      ds     ds  j 


dx    dy    dz' 
ds  '   ds     ds  , 


d.l,|  dx        d-M  dy        dX-i  dz 
ds'     ds  Os'    ds  à  s'    ds 


ne  doit  également,  comme  nous  l'avons  vu,  dépendre  de  x,y,  z;  ./■', 
y',  z'  que  par  les  binômes  (x'  —  x),  (y'  —  y),  (z'  —  :;).  On  en  conclut 
aisément  cjue,  si  l'on  pose 


('4) 


toutes    les   ipianlités  A,-^   seront    l'onclions  simplemenl   de   (x'—x), 
(y-y),(z'-z). 


dx, 
dx' 

=  A,,, 

dx, 
■      Oy' 

=  A,„ 

(Un,                         . 

dx' 

=  Ao,, 

dx, 
dy 

=  A,„ 

dz-    -'^^■■" 

dx, 
dx' 

=^  A3,, 

dXs 

w 

=  A.,„ 

dz'    =^^-" 
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Moyonnanl  les  notations  (i3)  cl  (il\),  régaliLc  (12;  deviendra 

.       (Ix  dx'  .       dx  dv'  .       dx  dz' 

'     ds   ds  ds    ds  ds    ds 

-^  ds   ds'         ^    '-'-  ds    ds'         '    '^  ds   ds' 
.       dz   dx'  .       dz   dz'  .       dz  dz' 

'^'^''d^   dZ^      '-  d^  ~d^  ~^'^''dJ  d^ 
/  dx     dy     dz\dx' 
■  '  \  c/«  '  ds  '   ds  I  ds' 


(i5) 


/ i/x     dy    dz\  dy' 
"-\ds'   ds  '  ds  )  ds' 
/dx     dy     dz\cU_ 
i  ^  ^"-'vT/?'  "S'  S^j  rfi'' 

I.a  (jiianlili'  X'   est  snsce[)lil)le  de  s'exprimer  d'une  manière  ana- 
loji'ue. 

Si  l'on  désigne  par  A^,  ce  que  devient  A,^  lorsqu'on  y  permute 

,r,     y,     z,     .V 
avec 

la  première  des  égalités  (7) 

X  -+-  V  =  o 

dcxiendra 

y  .  ,  .    ,  dx  d.c'  .  .  ,    ,  dx-  dy'         ,  .  ,  ,       dx  dz' 

-^(•a^,4-a;.,)4^^  +  ca..  +  a:,.,)$-'^-,-(a,,  +  a;,.,)^^^ 

■'  '-'  (/s    lis  ~  --■   ds    ds  \      -■'  ■'-     ds    ds 

,  ,  ,  ,        dz  (/.(■'  ,  ,  ,  ■    ..   dz  (/)•'  .  .  .  ,    ^  dz  dz' 

,    ,        ^    +^V„  +  A„;^^  +  (A,.-+-A,j^^  +  (A,,  +  A,,)^^, 

''''^        ^>  /rf.r     rt'y     dz\dr'         ^    /(Ix^     d/     ^\^ 

777'  77S'  7n)~d7  "^^"'\777'  7^7'  717 )~d^ 

(Lr     dy     dz\dr'         ^    f  dx^     d/     ^\'(Z 

TIs'  "ds'  ^  /  777  "^  ^"-  V  (/.s'  '  7/7 '  777/7/7 
777'  ,/,v'  77v  )  77?  "^  ^-^777'  777'  77?  '  ds  ~  "" 
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Otte  idcnlilé  doil  avoir  lieu  quelles  que  soient  la  position  et 
l'orientation  de  chacun  des  deux  éléments  ds  elds',  c'est-à-dire  quelles 
que  soient  les  (juantités 


X. 

'  r^ 

*■  5 

X  , 

JS 

-"  î 

dx 

ds' 

dy 

ds  ' 

dz 

dl' 

dx' 

ds'' 

dy' 

'      ds'  ' 

dz' 

ds' 

les  six  dernières  étant  liées  seulement  par  les  relations  (lo). 

I.a  valeur  des  diverses  quantités  A,-y  ne  varie  pas  si,  en  laissant  ([uel- 
con([ues  les  six  premières  variables,  nous  donnons  aux  six  dernières 
des  valeurs  particulières.  Or,  si  nous  faisons 


dx 

''^'-o 

dz 

-^  -'^ 

7^-"' 

ds 

dr' 

dy' 

dz' 

rf?-  =  '' 

ds             ' 

ds' 

lidenlité  (16)  nous  donne  la  première  des  relations 

1  a,,  +  a;,  =  o, 

(17)  j   A,,-hA;,,=  o, 

'  A3,+  a;,-=o. 

Les  deux  dernières  s'obtiennent  d'une  manière  analogue. 
Laissons  encore  quelconques  les  valeurs  de  x,  y-,  z.  r',  y',  z',  et 
faisons 


dx 

777  =  '' 

dv 

dz 
ds=''^ 

dx' 

777="' 

dv' 

ds'    —   '  ' 

dz' 
ds'  ■ 

Xous  aurons 

(A, 2+  A',,)  -I-  a,(o,  I,  o)  -I-  a.(r,  o,  o)  =  o. 
Posons 


1 

a,('r,  0,  0)  =  «1,, 

a.(i,  0,  0)  =  Oj,, 

7..,(l  ,   0,   0)  =  f/||. 

('«) 

1 

7.,(0,    I,   0)  =  f/,., 

a,j(o,  I,  0)  =  Go,, 

7.,(o,   1,  0)  =  «3,, 

,  a/o,  0,  1)  =  a, 3, 

a.(o,  0,  i)  =  a.^, 

a,, ('0,  0,  i)  =  «33, 
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cl  régalilé  précédente  deviendra  la  première  des  égalités 

,'   A , .  -h  A'^ ,  -t-  <7 , .  -1-  a., ,  =  o, 

A,:, -h  a;,  ^  a, :,+  «,,  =  0. 

A^  I  +  A',  ^  +  «.,,-1-0,0=  o, 

A.;j     +     A'.,    ,     +     «^3     H-     rt-,^     =      o, 

A,,  -+- A', ,  +  a, ,  -Krt,,==  o, 
Aj^  +  A'^j  +  «.,^,  -+-  «o.,  =  o. 


('9) 


Les  cinq  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue. 

Moyennant  les  identités  (17)  et  (18),  Tidentité  (16)  devient 


,                    ,  (dy  dz' 

dz  dy'\         ,                     .fdzdx' 

+  7ZF777J+(«-  +  «-)U^ 

+ 

dx 
ds 

dz' 
ds' 

-i-(<2,,  +  ao, 

./dxdv' 
'\ds  ds' 

+ 

('y 

ds 

dx' 
ds' 

(dx    dv 

dz\  dx'             / dx'    dy' 
dl)d7~^^-\d7'   d7' 

dz'\  dx 
ds')  ds 

/  dx     dy 
'-  \ds     ds' 

ds  J  ds'           '-\ds'  '   ds'  ' 

dz'\dy 
ds'  )  ds 

' 

fdx    dv 
^^'VrfF'  ~JI' 

dz\  dz'              /dx'    dv' 
d~s)  W  ~^°'-^\'d7'  77?' 

dz'\dz 
Th'jds' 

dx     dy     d: 

.aissons  -t->  -^^  -j- 

ds      ds      ds 

quelconques  et  faisons 

dx' 
ds'   " 

dy'  _                dz' 
'           ds'            '            ds' 

=  0; 

nous  aurons  la  première  des  égalités 

/         j  dx    dy    dz\  dx 

I'\ds'ds'ds/  "  ds 

/dx    dv    dz\  dx 

1  «-^    TTT'  77?'  77^    =  «^>' 


<y 

dz 

a, 

-  ds 
dy 

-+- 

a, 

'■'■  ds 
dz 

a.. 

-4— 

a... 



-  ds 

'  ,/s 

ds      ds     ds  J  -  '  ds 

((  dx     dv     dz\  dx  dv  dz 

"A'ds'  -ds'  ds)  =      «-  777  +  «-7?J  -  "-  .77' 

les.  deux  autres  s'obtiennent  dune  manière  analoaue. 
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Mais  les  fonctions  a,,  a^,  a,  sont  supposées  ne  contenir  aucun  terme 

,  .         ,         ,         dx     dv     ds     r\  1 

du  premier  degré  en  -t->  -^,  -r--  On  a  donc 

a,,  =  o,         a,2^o,         «13^0, 

a.,,  =  o,         a.,.,  =  o,         «23  =  0, 

«3.  =  o,  «32  =  0)  «33  =  o, 

moyennant  quoi  les  identités  (20)  deviennent 

^  dx     dy    dz 
ds     ds     ds 

,       ^  I         ( dx     dy    dz\ 

^^')  ''■\'d-s'ts''d-s)=''^ 

\   ^    /dx    dy    d2\  

!     ''yds'   ds'  ds J  ' 

et  les  identités  (19)  deviennent 

[  Ao,-l-A3,  =  o,         A3o  +  A!,,  =  o, 

(22)  <  A3,  +  a;3  =  o,      a,3  +  a'3,  =  o, 

(  A, 2  4-  A', ,  =  o,         Ao ,  +  A',  2  =  o. 

En  réunissant  les  résultats  contenus  dans  les  égalités  (i4)»  (j^)-, 
(17),  (21)  et  (22),  on  trouve  que  l'expression  la  plus  générale  de  X  esl 
la  suivante  : 

Y  A       (f^  d^'  »       (Ix  dy'  ,       dx  dz' 

'  '  ds    ds'         *    '  -  ds   ds'  '  '  ds    ds' 

(23)  \  +  A,   ^  — -^  A,.^  ^  -f-A,    ^  — 

^^    ■^  i  -'  ds    ds'     '        '--  ds    ds'  -'  ds   ds' 

.        d:  dx'  ,       dz  dv'  «       dz  dz' 

^^^''    ds     ds'     ^-^32    ^^     ^^,    ^"^'^ds     ds'' 

dans  laquelle  les  quantités  A,y  sont  des  fonctions  de  (x'  —  x),  (y'  —  /), 
(5'—  z),  qui  vérifient  les  égalités  suivantes  : 

!A , ,  +  A', ,  =  o,  A,3  -+-  7\.32  =0,  A^o  -+-  A23  =  o, 
a,,4-a;,  =  o,  A3,  +  a;3  =  o,  a,3  +  a;,  =  o, 
A33  +  A3,  =  o,         A,2+A:,,=:o,         A,,-f- A'„=o; 
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à\y> 

dA,, 

(^A,3           (?A„ 

d\,. 

dXu 

dy' 

d:'  ' 

Oz'             da^'  ' 

d.i' 

-    df 

t'A,:, 

d\.„ 

C'A,,           dX,, 

()A„ 

d\,^ 

df 

~    ôz'  ' 

dz'    ~    d^'  ' 

da' 

dy 

<)\.. 

d\,. 

d\,,         c)A„ 

à\,. 

ox,, 

<¥ 

dz'  ' 

dz'           d^  ' 

dr' 

ày' 

38^ 


(25) 


Y.  Z,  L,  M,  N  sV'xprimcnt  d"une  manière  semblable. 

5.  Les  grandeurs  L,  M,  N,  X,  \  ,  Z  sont  encore  soumises  à  une 
condilion  que  nous  n'avons  pas  invoquée  jusqu'ici.  Dans  chacune  des 
deux  lois,  la  force  qui  sollicite  l'élément  ds  et  l'axe  du  couple  qui  agit 
sur  le  même  élément  doivent  être  indépendants  en  grandeur  et  en 
direction  du  choix  des  axes  coordonnés.  Par  conséquent,  les  deux 
grandeurs  géométriques  qui  ont  pour  projections  sur  les  axes,  l'une  les 
longueurs  X,  Y,  Z,  l'autre  les  longueurs  L,  M,  N,  doivent  être  en  gran- 
deur et  direction  indépendantes  du  choix  des  axes.  Elles  doivent  dé- 
pendre uniquement  des  paramètres  qui  fixent  la  position  relative  des 
deux  éléments  ds,  ds'. 

I^a  ])Osition  relative  des  deux  éléments  ds  et  ds'  dépend  de  cjuatre 
paramètres  :  la  dislance  r  d'un  point  m(x,y,  z)  de  l'élément  ds  à  un 
point  i/i'(.r',y,  z')  de  l'élément  ds' ;  l'angle  0  que  l'élément  ds  fait 
avec  la  droite /»/??';  l'angle  0' que  l'élément  ds'  forme  avec  la  même 
droile  nim',  eniin  l'angle  co  des  deux  directions  ds,  ds'. 

Les  relations 

^' 

ds  '' 

dr 

ds'  '' 


(a6) 


d^r 
ds  ds' 


;(cosc!j  —  cosOcosO') 
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montrent  que  la  position  relative  des  deux  éléments  ds  et  ds'  est  lixée 

1  .  <  ^  dr     dr       à-  r 

par  les  quatre  paramètres  '',  -j-  '  y^  >  -r-yi  • 

La  longueur  absolue  de  la  grandeur  géométrique,  dont  X,  Y,  Z  sont 
les  projections,  est 

L'orientation  de  cette  grandeur  est  fixée,  lorsqu'on  connaît,  d'une 
part,  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  droite  mm' ,  cosinus  qui 
a  pour  valeur 

X(x'-,r)+Y(y-,r)4-Z(j'-;), 

rv'X^'-f-Y^  +  Z^ 

d'autre  part,  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'élément  ds,  cosinus 
qui  a  pour  valeur 

dx         dr      „dz 

ds  dz  ds 


y/X^  +  Y^  +  Z-^ 
On  doit  avoir 

/       \  V9        ■\/o        rvo       -    /       dr     dr      d-r 

(.8)X(.-'-x)  +  Y(/-x)  +  Z(.'-.)  =  a(,-,|:,|,,|£,), 
/       V  ^r  dx         ■yr'^y        ry  dz  (       dr     dr 

(29)  ^7?F-^^77Ï+2^=H'"'^'^'' 

En  vertu  des  égalités  (12)  et  (21),  nous  avons 


^  = 

dXx 
ds'- 

dx 

-f- 

d.\,, 

ds' 

dy 
ds 

-t- 

ds 

ds 

et, 

d' 

une  manière  anaL 

ogue 

1 

Y= 

ds' 

dx 

Is 

+ 

ds' 

dv 
ds 

-1- 

ds' 

dz 
ds 

Z  = 

dZ, 

dx 

de. 

dv 

ds. 

dz 

ds' 

ds 

-i- 

ds' 

ds 

-+- 

ds' 

d^ 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IV.—  Fase.  IV,  i 
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Appliquons  à  ces  expressions  l'identité  (29).  Le  premier  membre 

,.     ,    .  ,  ,  dx'     dy'     dz'     ., 

de  cette  identité  est  linéaire  et  homogène  entre  -^,  -^,  ^;  U  est 

1  11'         '^J^   cfy    '^^    T  I 

entier,    iiomogene    et   du    second    degré    en  ^'  ^'  ^-   '-'^   second 

,    .  ,  ,  dx' 

membre  doit  donc  être  aussi  une  forme  hneaire  et  homogène  en -^^ 

'  n  1      •         1  .  ^-î'    '^Y    ''=    AI  •     '^'" 

j,  et  une  forme  quadratique  homogène  en  -^,  •^'  ^-  iMms,  -^ 

est  linéaire  et  homogène  en  -^j  -i^,  ^;  -A  est  linéaire  et  homogène 

~  ds      ds     as      <)s 

dv'     dr'     dz'       ()- r  ,•     ,    •  ,  .  1,  <^l-^    '^Y 

en  -TT,  -Tj,  -n)  ^r-r,  est  linéaire  et  homogène  d  une  part  en  -^>  -±> 
ds       ds      ds'     ùs  ds  ^  "^     "■* 

dz      ,,  dx'     dy'     dz'     /-^       1    •.    1 

-,-,  d  autre  part  en  -77  >  -/y  '  -n  •  '-*"  ao^t  fi'^"c  avoir 

ds  '  rt.ç'       ds       ds' 

()r     ()r       d-r    \  /•/  ..\  àr  f  (h-\-    ,     „./,.\0r     ()^r 

as     as'     ds  as' 


ds'     ds 


vi/-,^,^,  -^^)=/(n^,[^)  +^-0-)wà7à^- 


Kn  inlrochiisant  cette  valeur  de  la  fonction  v  dans  Tidentitc  (29),  el 
en  V  faisant 


dx 

-dl  =  '^ 

dy 

i="' 

dz 

dx' 

777  =  '' 

dy' 
7?7='^' 

dz' 
ds' 

on  Irouve  la  jiremière  des  identités 

les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue. 
En  faisant  dans  l'identité  (29) 


/■  r 

A-(/-)  y — > 


7^  ~ 

ds           2 

.7^  =  "' 

dx' 

777  —  •' 

dz' 
ds'  ~ 
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on  trouve  la  première  des  identités 

0-U    ,    Jtlï,, 


(3i) 


^  +  îMi!  =  o  \f(r\  -  .A-(/')](.r'-.r)'(.r'-^)        ^^  -r'-.r 

<),'       jj'       -  [./  V.  ;        ,.    I  ,.,  -t-    ^.        ^,     , 


^  +  |i=4/(,.)-£i^']iii^ 


)M^'-=)     ,     ,4'(/-)   =' 


^         (U,  _  .    r^.     s  _  ,^(r)"|(c.'-3)^(.r'-.r)     ,     ^-' (  ,■  )  .r' -  .r 


îîîi  j-f^' =,,[/■( ,.^_  £ii:>li£zi£>i</-.')  ,  *■('■)  r'-i- 


les  cinq  autres  s'obtiennent  d'une  manière  analoo-uc. 
En  faisant  dans  l'identité  (29  ) 

dx  dy  dz  \  2 

ds  '  d.i         ds         T' 

dx'  dy'  dz' 

T77~''         T^—'^'  rf?="' 

on  obtient  la  première  des  identités 

(32)  L  '     J 

l  da;'    "*"  ()^'  ""■  dy         dy'.  ~   dz'   ^   ôz'  ' 

Les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  ïinalogue. 
Parmi  les  identités  (3i)  et  (32)  se  trouvent  les  suivantes  : 
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Au  moyen  de  ces  égalités,  exprimons  l'une  des  conditions  néces- 
saires 

la  dernière,  par  exemple;  nous  trouverons 


ce  qui  entraîne 

ou  bien 

(33)  /(,■)=  5^-^- 

Désignons  par  F  la  grandeur  géométrique  qui  a  pour  composantes 
X,  Y,  Z;  par  (F,  ds)  Fangle  que  la  direction  de  cette  grandeur  géomé- 
trique fait  avec  la  direction  de  l'élément  ds\  en  vertu  de  l'égalité  (33), 
légalité  (2f))  deviendra 


F  cos(  V  ,  fis)  =  gir)  ^^j^,  +  -  ^^  [  ;^  j  j^ 

ou  bien,  en  posant 

ii(r)=J  g(r)dr, 

Fcos(F   ds)  ==  -  ^^-^^  ^-^  +  '-  '^^Minf'tV't 
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Mais  on  a 


d'Ç(r)  dr  _.      0    r  dÇjr)    dr  1         dÇir)    à   ( dr 
Y      ds        ds   J 

'Mm] 


ds  ds'     ôs  ds'         ds       ds    \  ds      ds'  \  ds 


ds'  l'^  ^    ■' \ds  )  }         2      dr       ds'\ds 

~   2ds'lo\'  ^\dsj  ]^  2      dr      \dsj    ôs' 
On  a  donc 


(34)     Fcos(F,rf.)  =  i|,[^^(.)(|7] 


3  dg{r)  /drydr 


dr      \  ds  J    ds 


On  peut,  tout  en  laissant  fixe  l'élément  ds,  faire  varier  l'élément  ds' 
tout  le  long  d'une  courbe  fermée.  Dans  ces  conditions,  la  somme  des 
projections  des  grandeurs  géométriques  F  ds'  sur  une  direction  fixe 
quelconque,  par  exemple  sur  la  direction  de  l'élément  ds,  doit  être 
éerale  à  o.  On  doit  donc  avoir 


/  F  cos(F,  ds)  ds'  =  o, 


l'intégrale  s'étendant  à  un  circuit  fermé  quelconque.  Si  l'on  se  reporte 
à  l'identité  (34),  cela  signifie  que  l'on  doit  avoir,  quelle  que  soit  la 
position  des  deux  éléments  ds  et  ds',  c'est-à-dire  quels  que  soient  /-, 

-T-'  -ry'  T-T-,'  une  identité  de  la  forme 
ds     ds     ds  ds 

dif{r)  fdrydr  d   ^(       dr 


dr      \  ds  /    ds'         ds'     V    '  Os 


'^'{'-''tI^)  dr     ^     '^■'{'-''^)     d'-r 
dr  ds'  -,  /  àr\       ds  ds' 


dr\ 
ds) 


Il  est  aisé  de  voir  qu'une  semblable  identité  n'est  possible  que  si 
'on  a 
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c'est-à-dire 

(35)  g{r)  =  ^'^ 

Y  désignant  une  constante  quelconque. 
L'identité  (33)  devient  alors 

(36)  f(r)  =  o. 

Les  identités  (3o)  et  (3i)  deviennent  alors 

l    dx'         /■       r       L  ''■        J' 

(3;)  \'^==iy^\r-^'''-/n, 

\   dz'         /■      /•       L  /■-       J 

La  première  des  identités  (38)  peut  s'écrire 

A.,.  +  B.,=-  I  ^^^^^  -  n  {^'-■r)y-r)_ 
r        r  /•  r' 

Intervertissons  les  lettres  x,  y,  z  avec  les  lettres  .r',  y',  z' .  Ao,  se 
change  en  A!,,,  B,,  en  B, ,  et  nous  avons 

a;,  +  b;,= 

Nous  avons  donc 

Aj,  4-  B,,  +  A',,  +  B',,  =  o. 

Mais,  en  vertu  des  égalités  (24)  et  des  égalités  analogues  relatives 
aux  quantités  B,,  nous  avons 

A,2-+- A^,  =  o, 
B,.  +  B'    =0. 
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Nous  obtenons  donc  la  première  des  identités 


(3r,) 


A.,=:A„,         B,,=  B3„         C3,=  a3; 


les  autres  s'établissent  d"une  manière  analogue. 

Remarquons  maintenant  que  les  identités  (37)  peuvent  s'écrire 

âx'  2  dx'  r- 

(M_2  _  _  Y  _J_  {z'—z)--^{x'—xY 
dy'  2  dy'  r^ 

dZ^  '(    d    (x' — ^)--i-(v'  —  y)- 

et  donnent 

De  là,  nous  déduisons 


A,.  =  ^==-i^V^  +  ^[(y-7)-^  +  (.-'-:.)^](/-7) 


dv 


^^">   i   B„  =  ^=-lii^  +  X[(,-_3).^(,-_,).j(,^_,)..'^S(=='.-') 


dx' 


La  première  des  identités  (38)  peut  s'écrire 

A.,,  +  B„=-  -^^^^  -i-'-^Kf  -yy  ^{z'  -  zy-]{y  -y). 

Retranchons  aux  deux  membres  A, 2  qui  est  donné  par  la  première 
égalité  (40),  et  qui,  en  vertu  de  la  première  égalité  Cig),  est  identique 
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à  Aai,  et  nous  aurons 
Do  là,  nous  déduisons 
D'autre  part,  de  la  deuxième  égalité  (^o),  nous  déduisons 

^  _  _  i  / V  -  vv- -^  ^'!(^'-^-y-(.y'-yr  _  ^^^(-'^-^') 

Mais,  en  vertu  de  la  troisième  égalité  (Sq),  on  a 

D'ailleurs,  on  doit  avoir,  d'après  des  égalités  analogues  aux  éga- 
lités (20), 

dj'  àx'         dx'  dy 

En  exprimant  cette  égalité,  on  trouve 

^  .,_..,_  r^(y^    ,    d'-Q{x',-J)l 
r'^"        ~'^  L      ày'-        '^        àx'-       J 

Si  l'on  observe  que  2t  et  |3  ne  dépendent  de  x,  y,  z  que  par  les  dif- 
férences (x'  —  x),  (y'  —  y),  (z'  —  z),  ceci  peut  s'écrire 

l=<f[(x'-x),(z'-z)]  +  '^[(y'-y),(z'-z)l 

o  et  4*  étant  deux  fonctions  convenablement  choisies. 

Je  vais  démontrer  que  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(40  Y  =  o- 

Supposons  en  effet  y  différent  de  o. 
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Si  on  laisse  à  (x'  —  x)  el  à  (y'  —y)  des  valeurs  quelconques,  el  si 
Ton  donne  à  ( z' —  :;)  la  valeur  o,  les  deux  fondions 

'M(y- >%(--'---)] 

jieuvcnt  être  ou  toutes  deux  finies,  ou  toutes  deux  infinies;  mais  iiiue 
ne  peut  devenir  infinie  tandis  que  l'autre  demeurerait  finie,  car,  dans 
régalité 

pour  (-' —  z)  =  o,  (x'  —  x)  el  (y'  — y)  ayant  des  valeurs  quelcou(jues, 
le  premier  membre  serait  fini  et  le  second  infini. 
Supposons  en  premier  lieu  que  les  deux  fonctions 

o\(x'-  X),  (z'-z)],    ^\(y'-y),  {z'-  z)\ 

demeurent  finies  pour  {z'  —  z)  =  o.  Posons 

<P(x' —  x')=  ^[(x''  —  x),  o], 

nous  aurons 

Le  premier  membre  devient  infini  pour  {x'  —  x')=  o,  (y' — y)  =  o 
si  Y  n'est  pas  nul.  Je  dis  qu'il  n'en  peut  être  de  même  du  second.  Eu 
effet,  Tune  au  moins  des  deux  fonctions  *!>,  W  deviendrait  infinie  pour 
la  valeur  o  de  son  argument.  Supposons  que  ce  soit  la  fonction  (I>.  Alors, 
si  l'on  faisait  (x-' —  a;)  ^  o,  en  laissant  (y' — y)  c[uelconque,  dans 
l'égalité  précédente,  le  premier  membre  serait  fini  et  le  second  infini. 

Supposons  en  second  lieu  que  o  et  '^  deviennent  tous  deux  infinis 
pour  (z' —  ^ )=  o. 

Journ.  de  Math.  (4'  sùrie),  tome  IV.  —   Fasc.  IV,   1888.  -    31 


3q4  !'•    l'i'iiK^'- 

Remarquons  que  l'on  a 

Y 


ou,  eu  relrauchant, 


=  9|Y..'-.r),  (^'-  .)|-  of(x;  -  xX  (z'-z)l 

l'our  (r' —  ;)^o,  le  premier  memhi'e  est  Uni;  il  en  est  donc  de 
même  (lu  second;  ainsi,  bien  que  Ton  ait 

9 [(./•'-  ./•),  o|=  X, 
la  dillV'rcnce 

9[(./;'  — ./•),  o|-  o|(./',  — .r,),  ()| 

est  linie.  Si  donc  on  désigne  par  (t  une  valeur  df'lerminée  de  ( ./' —  .r), 
cl  si  Fou  ])0S(^ 

(-)(--.)=  9|a,(.-.)l, 
(111  pourra  ('crire 

^|(.^'_.;;),(-'_-;)j=H(,'_::)+-o.|(.r'-.r),(:r'-:r)|, 

o,  demeuranl  Uni  pour  (:;' —  -,)=  <i- 
En  se  reportant  alors  à  r(^galit('' 

^  =  o|(.^'-.r),(--r)J  +  ^l(/-7),c'-::)|, 

(|ui  pcul  sV'crire 

1  _  ^,|(.^'  _  .,.),  (--  ^)j  -  ir)(z'--z)  =  my  -y),  {z'  -  z)\ 
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on  voit  que  Ton  doit  avoir 

'\>,  demeurant  fini  pour  ::'  —  ;;  =  o. 
On  aura  alors 

^  =  9.  \(x'  -  x),  (z'  -  r)|  +  •];,  [(/-./),  (z'  -  z)\, 

égalité  dont  ou  démontrera  Fimpossibilité  comme  ou  a  démonln''  Tim- 
possibililé  de  Tégalité 

X  =  o[(x-'-x),  (z'-  =)]^^(y-y),  (.   -  .)J 

dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  o  cl  'j-  demeureraient  finies  pour 
(--.-)=o. 

On  a  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  Tégalité 

(4i)  Y  =  o. 

De  cette  identité  (41),  nous  déduisons  deux  consé(pienccs  ;  en  pre- 
mier lieu,  les  identités  (37)  deviennent 

A,,  =  -p^  =  o, 

C.:,=   ^=0.  ■ 

En  second  lieu,  lidentité  (34)  devient 

F  cos(F,  (I.S  )=  o. 

La  grandeur  géométrique  F  est  donc  perpendiculaire  à  rélémentc/.v, 
ou  identiquement  nulle.  Dans  cette  dernière  hypothèse,  la  proposition 
à  lacpielli'  nous  voulions  parvenir  serait  établie.  iVous  allachanl  donc 


-  j  =  o, 

;  —  r  =  o, 

ds            ' 

ds            ' 

-jy    =  COSCO, 

dz' 

-j-f    =  SlllCO 
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à  la  jireinière  hypotlièse,  nous  remarquerons  fjuc  la  grandeur  génini'- 
trique  F'(X',  Y',  Z')  doil  èlrc  semhlablement  perpendiculaire  à  Télé- 
ment  ch' .  Mais  les  égalités  (7)  signifient  que  les  deux  grandeurs  F  et  F' 
sont  égales,  parallèles  et  de  sens  contraire.  La  grandeur  géométrique  F 
est  donc  dirigée  coinni(>  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  élé- 
meiils. 

Cela  posé,  faisons  choix  d'un  système  d'axes  coordonnés  ainsi  com- 
posé. L'axe  des  j;"  est  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
éléments;  l'axe  des  >'  est  parallèle  à  l'élément  ils.  \ous  avons  alors 

x'  —  x  =  /•,         y' 

dx 
ds 

dr' 

dl  =  "' 

Si  nous  observons  en  outre  que  X  devient  F,  que  A,,  est  égal  à  o, 
d'après  l'une  des  identités  (42),  et  (pie  A..,,  qui  est  en  général  une 
fonction  de  {x' —  x),  (>''  —  .>')  t!t  (z'  —  z),  devient  une  fonction  de  r 
que  nous  pouvons  désigner  par  éi(r),  nous  trouverons 

(43)  F  =  A(/-)sinoD. 

Envisageons  un  circuit  fermé  pian  dont  fasse  partie  l'élément  ds.,  el 
un  élément  ds  situé  dans  le  plan  de  ce  circuit.  Toutes  les  grandeurs 
géométriques  F  ds'  seront  dirigées  suivant  la  même  droite,  savoir  sui- 
vant la  perpendiculaire  au  plan  de  l'élément  et  du  circuit.  La  somme 
de  ces  quantités  devra  par  conséquent  être  égale  à  o 

(  4  ^  )  /  ''^ (  '')  ^'"  ^  '^■'''  —  "'• 

A[ipIiquons  cette  égalité  au  cas  particulier  suivant. 

Le  circuit  auquel  appartient  l'élément  ds'  est  un  rectangle  ABCD 
(/ig.  i),  de  base  DA  =  b,  de  hauteur  AB  =  h. 

L'élément  ds  est  parallèle  à  DA  et  situé  sur  le  prolongemeiil 
dcBA,  à  une  dislance  (X\  du  point  A. 
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Evaluons  l'intcifrale 

J  =  /'  Jl  (  /■  )  sin  eu  f/s 
ôleiiduc  à  ce  contour. 
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Le  lonç  do  AB,  on  a 

sino)  =^  I,  ds'  ^  dv\ 

les  limites  de  l'intccfration  sont  a  et  a  -h  h.  La  partie  correspondante 
de  rintéfïralc  J  a  pour  valeur 


f'^"Mr)dr. 


Le  long  de  lîC,  on  a  sinco  =  o.  La  partie  corres[)ondante  de  Finté- 
ifrale  J  est  égale  à  o. 
Le  long  de  CD,  on  a 

/'  dr 
sinw  =  —  I ,  ds  = ,  ; 


les  limites  de  l'intégration  sont  sj{a  -h  h)-  -h  b-  et  y/a''  -H  l>' ■  La  partit 
correspondante  de  J  a  pour  valeur 


-/: 


=  A(r)dr 


Le  long  de  DA,  on  a  sinoj  :=  o.  La  partie  correspondante  de  Tinté- 
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gralc  ,1  esl  c'-gale  à  o.  (Ju  a  donc 

.1  z=   j         <p,(r  )(//■—  I  A(/-) 

]^"i(l<"iUilé  (  'l 'i)  nous  donne  alors 


/■  r/r 


tK{r)dr—  j  iK(r)(fr  =  o, 

quels  que  soienl  a,  b,  h.  DifTérenlious  celle  idenlilé  par  ra|)[)orl  à  /i. 
Elle  nous  donnera  la  nouvelle  idenlilé 

,a(«  +  /,)_  ^/^^[S(a-^hy^lr]  =  o. 
ou  bien,  en  posanl 


v»-— />- 

Il  suffil  de  faire  dans  celle  idenlilé,  qui  doil  avoir  lieu  (juels  ([ue 
soienl  o,  b  cl  //,  x  =  a,  c'est-à-dire /*  =  o,  pour  reconnailre  qu'elle 
euli'aiue 

,'a(x)  =  o. 

Lideulité  (4-3)  devient  alors 

F  =  o. 

Un  calcul  tout  semblable  montrerait  que  la  i^randeur  i^éouiétrique 
dont  les  projections  sonlL,  M,  N  est  identiquement  nulle. 

La  proposition  que  nous  avions  énoncée  est  donc  démontrée  :  si.  l'on 
suppose  connue  l'action  qu'un  courant  fermé  et  uniforme  exerce 
sur  un  élément  de  courant  uniforme,  et  si  de  plus  on  astreint  la  loi 
élémentaire  à  cette  condition  que  le  travail  produit  dans  le  dépla- 
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cernent  de  deux  clémenls  par  les  actions  mutuelles  de  ces  éléments 
ne  dépende  que  de  leur  changement  de  positions  relative,  celle  loi 
élémentaire  est  suscrptlhle  au  plus  d'une  détermination. 

4.  Ce  théorème  renferme  comme  cas  très  particulier  celui  (|iic 
Gauss  avait  donné;  si  en  cfTet  la  loi  élémentaire  est  conforme  à  la  rèijle 
de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction,  le  travail  produit  dans  le  dé- 
placement de  deux  éléments  dépend  uniquement  do  la  variation  de  la 
distance  mutuelle. 

La  loi  d'Ampère  et  la  loi  de  Grassmann  conduisent  à  la  même  loi 
pour  l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  cou- 
rant. Dans  le  cas  où  l'on  adopte  la  loi  d'Ampère,  le  travail  élémentaire 
dépend  uniquement  du  changement  de  position  relative  de  deux  élé- 
ments. D'après  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  il  n'en 
peut  être  de  même  dans  le  cas  où  l'on  adopte  la  loi  de  Grassmann.  Il 
est  aisé  de  le  vérifier. 

La  loi  d'Ampère  et  la  loi  du  potentiel  électrodynami(pie  élémentaire, 
proposée  par  M.  H.  von  Ilelmholtz,  sont  toutes  deux  telles  que  le  tra- 
vail élémentaire  ne  dépende  que  du  déplacement  relatif  des  deux  élé- 
ments. Ces  deux  lois  élémentaires  ne  peuvent  donc  conduire  aux  mêmes 
formules  pour  représenter  l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur 
un  élément  de  courant  uniforme;  elles  conduisent,  en  elfel,  pour  ce 
problème  à  des  résultats  différents. 

î>.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  susceptible  d'être 
étendu  aux  actions  des  courants  qui  ne  sont  pas  fermés  et  uniformes. 

Dans  tout  courant  linéaire  réalisable,  l'intensité  du  courant  doit 
varier  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'auti'e  du  conducteur;  de 
plus,  si  le  conducteur  traversé  par  le  courant  n'est  pas  fermé,  l'inten- 
sité du  courant  doit  être  égale  à  o  aux  deux  extrémités  du  conduc- 
teur. 

Si  l'on  suppose  donnée  l'action  d'un  courant  réalisable  quelconcjue 
dont  fait  partie  l'élément  ds',  et  dont  l'intensité  en  im  point  de  cet 
élément  est  -■»',  sur  un  élément  de  courant  quelconque,  de  longueur /^/.v 
et  d'intensité  -i,  et  si  l'on  veut  de  plus  que  le  travail  élémentaire  ne 
dépende  que  du  changement  de  position  relative  des  deux  éléments,  la 
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loi  élémentaire  csl-elle  complètement  déterminée?  Le  lliéorènie  précé- 
dent ne  le  démontre  pas,  car  on  pourrait  fort  bien  imaginer  c[u'il 
existe  deux  lois  élémentaires  distinctes,  différant  l'une  de  Tautre  par 

des  termes  en  -i-  et  -^  >  et  se  réduisant  l'une  à  l'autre  lorsque  l'on  a 

rf^  _  r/-V  _ 

ds  '  ds' 

-\ous  allons  démontrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  que  la  loi  élémen- 
taire est  encore,  dans  ce  cas,  complètement  déterminée.  Développons 
celte  démonstration  pour  la  force  élémentaire;  le  couple  élémentaire 
donnerait  lieu  aux  mêmes  considérations. 

Soient 

j   -X-  ds  ds',         i  -X-,  ds  ds', 

:J  ds  ds' ,  \    ^1  ^^*  '^'^  » 

S:  ds  ds';         i    t- ,  ds  ds' 

les  valeurs,  dans  chacune  des  deux  lois,  des  composantes  de  la  force 
exercée  par  lélément  ds'  sur  l'élément  ds.  Posons 


X  =  .x, 

—  -\. 

v=?. 

5-. 

Z=     o, 

^_ 

Pour  que  les  deux  lois  conduisent  à  la  même  action  d'un  courant 
réalisable  quelconque  sur  un  élément  de  courant  quelconcpie,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  ait 

,-  0     ,^   /  ,       ,       ,      ,  d-y  d.r     dv     d: 

(43)      j  \  =  ^.3  0  (^.3  ,  x-,y,z  ,  .,  ^,  x,y,  z.,  ^,  ^,  ^ 
f  v  0     nT  /  ,       ,       ,      ,  d-^  d.r     dy    dz\ 

Pour  que  le  travail  élémentaire  dépende  uniquement  du  déplace- 
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menl  relatif  des  deux  éléments  de  courant,  il  faut  cl  il  suffit  que  l'on 
ail 

;  X  +  X'  =  o, 

(4G)  Y  +  Y'  =  o, 

f  Z  +  Z'  =  o. 

En  vertu  de  la  première  des  identités  (45),  la  première  des  iden- 
tités (46)  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 

)  \         '^  à^J  57  "^  '^  \dJ'  17  ~^  df  dP  '^  dz'  ds'  ) 

Les  quantités 

d-3  ox  ar  oz' 

qui  figurent  uu  premier  membre  sont,  comme  $,  indépendantes  de 

d^'        dx'        dv'        dz' 
ds'         ds'         ds'        ds' 

Les  quantités 

iJ>'+5^,    3^,     .3--,     -3—, 
(J-3  J-c  or  àz 

qui  figurent  au  second  membre,  sont,  comme  4>',  indépendantes  de 

d^        dx        dy       dz 
ds        ds        ds       ds 

Le  second  membre  est  donc  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
ces  quantités.  Il  doit  en  être  de  même  du  premier,  et  cela  quels  que 
soient 

d-V        dx'        dy'        dz^ 
ds'         ds'         ds'        ds' 
Faisons 

d^'  dx'  dy'  dz'  __ 

ds'  '  ds'  '  ds'  '  ds' 
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Le  prciuicr  membre  se  rédiiil  à 

dx' 

(|ul  (Idil  ainsi  êlre  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 

d^        d.r        dy        dz 
ds         ds         ds        ds 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que  a'  ■—,,  ^1'-,—,  sont  des 

"        1  dy'         dz 

ionclions  linéaires  et  homogènes  des  mêmes  quantités.  Dès  lors,  tous 

les  termes  qui  figurent  dans  l'identité  (47)»  sauf  le  premier,  étant  des 

fonctions  linéaires  et  homogènes  de  ces  quatre  quantités,  il  doit  en  être 

de  même  du  premier. 

Les  quatre  quantités 

tl> -I- -■>   — ,     ?i  — )     5  — ,     .3  — , 
<)^'  à./:'         '    dy  àz' 

c'est-i'i-dire  les  quatre  dérivées  partielles  de  cp  =  -V^I'  par  rapport  à  -:>', 
x',  )■',  z',  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 

d^        (Ir        dr        dz 
ds         ds         ds        ds 

on  a 

/  T  *     /  d''         r>    /  dr         /-.    ,  dz         T\    ,  d^         T-'    , 

-■)'tl>—  A-V  -T-  -+-  B-V  ~  -+-  L.y  ^  +  D-V  -p  +  F-V, 

as  as  as  ds 

A,  F),  (!,  I),  F  étant  cinq  fonctions  des  seules  variables 
X,     y,     z,     A, 

x\   y,    z',    -V. 

(loni  le  produit  par  5'  s'annule  pour  5'  =  o. 

^.  d-^         d-y 

rM  nous  supposons  ^  =  o,  -7-;  =  o,  nous  trouvons 

,  t,         »     /  d.r        -r,    ,  dy         ,  ^    ,  dz         , ,    , 

„3'cl)z=  A3'  -j-  +  C.3'  -f  +  L3    -y-   +  1^3  . 
ds  as  ds 
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Mais  nous  trouvons  ainsi  la  valeur  de  -3'$  qui  convient  à  deux  élé- 
ments de  courant  uniforme.  Or,  d'après  le  théorème  démontré  pour  ce 
cas,  toutes  les  dérivées  partielles  de  $,  qui  sont  les  divers  coefficients  \,-j 
qui  figurent  dans  Texpression  (aS)  de  la  force  X,  sont  égales  à  o. 
Donc  -3'$  doit  se  réduire  à  une  constante,  lorsque  Ion  fait  -3  =  const., 
.3'^  const.,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

A  =  o,         B  =  o,         C  =  0. 

F  =  ^(.3,  .3'), 
et,  par  conséquent 

5'$  =  D(.3',  .r,  /,  z',  -3.  X,  y,  ;)-3'  ~  +  V  j(-3-3'). 

L'identité  (47)  deviendra  alors 

,  d'f  \  dV    ,    (9D  dx'    ,     dD  dr'    ,    dD  dz' 


d^'  ]  ds'         dj;'  ds'         dy'  ds'         dz'  ds' 
dY)'\  d-y  rf-3 


dr^\  d^        àD^  dx         àlï  dv        djydzl 
J-3  y  ds  âx    ds  ôy    ds  dz    ds  J 


Le  second  membre  est  indépendant  de  -fy>  -.-r>  -A--  Il  doit  en  être 
'  ds       ds      ds 

de  même  du  premier.  On  a  donc 

r)D  dXi  <)D 

^  =  "'  .     jy  =  «'        dJ'  =  ""■ 

D'ailleurs   D  ne  devant  dépendre    que   des  différences  (x' —  x), 
(y'  —y),  (-'  —  -),  on  voit  que  D  est  indépendant  des  variables 

■^j    Yj    -^)    -^  f   y  1    "  '1 

on  a  ainsi 

D  =  CD(.3,  .3'), 
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et,  par  conséquent, 

-1-         f)   r   ,     /        ,\i  <^-^  '^■^'         à    r    ,^/        ,\i  (f-^' 

^=oy  [-^  ®(-^'  ''  )]  7S  ^  +  sy  ["'  ^("■^'  -■*  )1 57- 

La  quantité  X  est  la  projection  sur  l'axe  des  x  d'une  grandeur  géo- 
métrique qui  doit  dépendre  uniquement,  en  grandeur  et  position,  des 

intensités  ."i  et -3',  de  leurs  dérivées  -j-,  -tt'  et  de  la  position  relative  des 

deux  éléments  ds,  ds' .  Or  cette  projection  est  indépendante  de  la  posi- 
tion des  deux  éléments  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Il  en  résulte  c^u'elle 
ne  peut  être  cju'identiquement  nulle,  ainsi  que  la  grandeur  dont  elle  est 
la  projection.  Ce  résultat  démontre  le  théorème  cjue  nous  avions 
énoncé. 

Par  conséquent,  il  est  démontré  que,  si  Von  connaît  Uaction  d' un 
courant  réalisable  quelconque  sur  un  clément  de  courant  quel- 
conque, et  si  l'on  veut  ramener  cette  action  à  une  action  élémentaire 
telle  que  le  travail  produit  par  celte  action  dans  le  déplacement  des 
deux  éléments  entre  lesquels  elle  agit  dépende  uniquement  de  leur 
changement  de  position  relative,  la  loi  élémentaire  est  susceptible 
au  plus  d'une  détermination. 

Nous  avons  démontré  ailleurs (')  que  la  loi  de  l'action  d'un  courant 
réalisable  quelconque  sur  un  élément  de  courant  était  connue,  ou,  du 
moins,  ne  renfermait  plus  qu'une  constante  inconnue  (constante 
d'HelmJioltz)  dont  la  valeur  devra  être  demandée  à  l'expérience. 
Nous  avons  montré  en  outre  que  celte  action  pouvait  être  ramenée  à 
une  action  élémentaire  donnée  par  la  loi  suivante  : 

L'élément  ds'  exerce  sur  l'élément  ds  une  attraction  dirigée  sui- 
vant la  droite  qui  joint  les  deux  éléments  et  ayant  pour  valeur 

^ (  2  cosw  —  J  ces  9  cosO  )  H -3  -n  cosO  —  5   -r-  coso 

/■-  ^  '^  r         \    ds'  ds 

,    I  -h  X  dS  d-V    j     j  , 

-\-  Ao ; — =--  ds  cls  , 

2       ds  as  ' 

(')  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  actions  mutuelles  des  courants 
électriques  (Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicœ,  l.  XV.  Helsingfors  ;  18S7). 
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X  ciant  la  constante  fondamentale  de  l'Électrodynawique,  et  A  la 
constante  d'Helmholtz. 

Celle  aclion  vérifie  la  règle  de  régalilé  enlrc  raclion  cl  la  réaclioii; 
le  travail  produil  par  cette  action  par  l'efFet  d'un  déplacement  des 
deux  éléments  entre  lesquels  elle  agit  dépend  uniquement  du  change- 
ment de  position  relative  des  deux  éléments;  il  résulte  alors  du  théo- 
rème précédent  qu'elle  représente  la  seule  action  élémentaire  jouissant 
de  cette  propriété  et  compatible  avec  la  loi  que  nous  avons  démontrée 
par  l'action  d'un  courant  quelconque  sur  un  élément  de  courant  quel- 
conque. 
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Recherches  sur  les  groupes  quadratiques  crémoiiiens  d'ordre 
fini.  Second  Mémoire  :  Multiplication  des  crémonicnnes, 
groupes  quadratiques  ;  groupe  directeur; 

Par   m.  Léox  AUTOîVAE. 


I.NTRODUCTIO>-. 

Dans  un  précédent  Mémoire  (^Journal  de  Mathématiques,  1888; 
\oir  iinssi  Comptes  rendus,  1 4  mars  1887),  j'ai  étudié  les  propriétés 
d'une  substitution  quadratique  crémonienne  isolée.  Je  vais  montrer 
maintenant  comment  de  pareilles  substitutions  se  combinent  pour 
former  des  groupes  quadratiques  crémoniens  d'ordre  Uni. 

Soient  deux  crémonicnnes  quadratiques 


d  )■ 


loS  L.     AUTONNE 

On  aura  par  dctlnilion 

a"     h"  1 
c"     d!.'   t 


S  =  s' s 


a'  a  +  //c     a' /y  +  h'  d 
c'a-{-d'c     c'b-\-d'd 


Xi       <Il,l.X',   II) 


Les  cnlicrs  a",  Z;",  c",  <i"5  8,  puisque  les  entiers  a,  6,  c,  f/,  o',  //, 
c',  flJ'^2. 

Ainsi  S  n'csl  pas  quadratique  en  général;  il  est  nécessaire  pour  cela 
([u'il  se  sépare 

des  $;•  un  facteur  P\.r,  f<j, 


des  F, 


Q(j;,  «<j, 


tels  que  les  entiers 


a!  a  +  h'  c  —  a,      ah  -\-  h'  d  —  [3  j  , 
c'  a  +  f/'  c  —  Y,      c'  /'  +  d' d  —  ù  )  " 

(]ela  exige  des  conditions  particulières  fort  étroites  dont  rétudi- 
constitue  les  quatre  premières  Parties  du  présent  travail. 

Une  discussion  approfondie  me  permet,  dans  la  cincjuième  Partie, 
d'énoncer  le  théorème  suivant. 

Appelons  /  toute  monistique,  telle  que 

X;  l',x,  +  l[x._+l.iX., 

U.,         -  4  /;  ;/,  +  /,  I3  II-,  +  (  l.[  K  -  ^>^'i)  ":î 


et  p,  CT  et  e  les  mêmes  substitutions  cjue  dans  le  premier  Mémoire. 
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Théorème.  —  On  obtient  un  groupe  quadratique  crcmonien  G 
en  combinant  ensemble  d'une  façon  quelconque  les  substitutions  p, 
txr,  e  avec  des  monistiques  l.  Tout  groupe  G  peut  être  obtenu  par  ce 
procédé  en  combinant  convenablement  ensemble  p,  C7,  e  et  l. 

Appelons  :r,,  :.,,  z.^,  z^  les  quatre  fonctions  suivantes  des  x,  et 
des  Ui 

.^,«3,       X.^U,,  r,  =:^  X.,U.2  —  X-fUy,       x.,u^. 


On  aura  réciproquement,  en  tenant  compte  de 

'^XiUi=0, 


les  relations  (y.,  ^  ^  l'actcurs  de  proportionnalité) 


(o) 


?«. 


Cela  posé,  soient  z'j,  z"j,  ...  les  transformées  de  Zj  (y=  i ,  2,  3,  4) 
par  les  diverses  substitutions  du  groupe  quadratique  crémonien  G. 
Les  déplacements  des  z'j,  Zj,  . . .,  forment  un  groupe  G'  évidemment 
isomorphe  à  G.  L'isomorphisme  est  d'ailleurs  holoédriquc  :  soit  en 
effet  s  une  substitution  de  G  qui  laisse  immobile  Zj\  s,  en  vertu  des 
relations  (o),  laissera  immobiles  rr,-  et  «,  et  .s  =  i. 

Or  un  calcul  simple  montre  que  z'j,  z'j,  ...  est  une  fonction  linéaire 
homogène  à  coefficients  constants  des  Zj  et  qu'une  substitution  s  de  G 
revient  entre  les  Zj,  z'j,  z'j,  ...  à  une  substitution  linéaire  quaternaire 
de  déterminant  ^o.  Ainsi  les  substitutions  p,  tû,  e,  /  reviennent  entre 
les  :;,  aux  substitutions 


Journ.  de  Math.  (  ^'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV, 


4 10 


/'  = 


L.    AUTONNE. 
/JJ: 


Cela  revient  au  théorème  que  voici  : 

Théorème.  —  Le  groupe  G  dénX'é  des  substilutions  p,  m,  f,  /  est 
isomorphe  avec  holoédrle  au  groupe  linéaire  quaternaire  G'  dérivé 

de  p',  ct',  e',  /'. 


Soient 


Xi      fi 
Ui       Vj 


et 


T;  I,         T,=  ^aj,z,. 


aj^^=  const.  de  déterminant  ^o, 

/  =  1,  2,  3,         y,  A  =  I,  2,  3,  4 

une  sul)stilution  de  G  et  sa  correspondante  dans  G'. 
Les  relations  (o)  donnent  immédialcnient 

7-7,=      2T,T,,,  !i*'i=      liTjT,,, 

a>',=      2T;.  ^c^,=— T,T,  +  T3T„ 

aj3=-T,T,-T,T„         r^v,=      aT; 

et,  en  remplaçant  :;,,  z.,,  ;,,  z^  par  x,  w..,,  a-\«,,  r,,  x^u^,  on  voit  que  s 

est  de  la  forme 

X,  aT.Tj 

a-,  2Ï; 

ifc-j  — T,T„  —  T/r, 

i/,  2T,T,, 

„,  _T,T,  +  T,T,, 

u.,  2T: 
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On  voit  que  les  substitutions  s  et  s'  se  déduisent  avec  la  plus  grande 
facilité  l'une  de  l'autre. 

Soient  a'  et  //  deux  substitution?  de  G' 


et 


7 

OU  aura,  en  vertu  de  ihcuries  connues, 
b'a'  ^ 

i,  y,  k  ^  l,  2,  3,  4 


b'=     -,     y  ^'V-y  h 


^=>.^b,jai, 


La  substitution  ba  de  G  pourra  s'écrire  immédiatement  et  le  pro- 
blème de  la  multiplication  des  crémoniennes  est  résolu. 

Le  groupe  G'  n'est  pas  le  groupe  quaternaire  linéaire  le  plus  gé- 
néral. Soit  s'  une  substitution  linéaire  quaternaire  quelconcjue,  s'~'  son 
inverse.  Ce  c[ui  précède  permet  de  construire  immédiatement  une 
substitution  ([uadratique  s  qui  opérera  sur  les  fonctions 


oc,  u,  =  :, 


X.,U3  ■ 


la  substitution  s' \  s'~'  donnera  de  même  une  subslilulion  quadratique 
s~* .  Ainsi  .s  sera  quadratique  et  birationnelle,  mais  pourra  n'être  pas 
une  substitution  de  contact.  Pour  que  s  soit  crémonienne,  il  faut  que  s 
n'altère  pas  l'érpiation 

'^  W,  (IXi  =  o 


et  que  s'  n'altère  pas  l'équation 
o  =  ■2:.,z.,f/.'2:,  z,  +  (  —  z,z.,-h  z-i  :,)(!.  2. 
ou  simplemeul,  après  départ  de  2J'', 
(i  )  o  =  To  c/r,  —  r,  dz„  +  z^^dz^ —  z.,(/z^. 


:2zU/.iz,z,+  z,z,) 
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laquelle  équation  s'obtienl  en  remplaçant,  dans 
7  u^djjj^  o, 


Xi  et  iti  par  les  valeurs  eii  fonction  de  z-j. 

Si  d'ailleurs  s'  n'altère  pas  Véqualion  de  contact,  s  est  quadratique, 
biratiorinelle  de  contact  et  fait  par  suite  partie  du  groupe  G. 

Pour  que  G  soit  d'ordre  fini,  il  faut  et  il  suffit  que  G'  soit  d'ordre 
fini. 

Au  lieu  de  construire  G,  on  peut  construire  G',  groupe  directeur 
du  groupe  G,  car  les  formules  précédentes  permettent  de  passer  de  G' 
à  G  avec  la  plus  grande  facilite.  Malheureusement  la  construction  des 
groupes  linéaires  quaternaires  d'ordre  fini  n'a  point  encore  été  faite  et 
paraît  jjrésenter  des  difficultés  énormes.  Je  n'ai  même  pas  pu  résoudre 
le  problème,  en  tenant  compte  de  ce  que  les  substitutions  de  G'  n'al- 
tèrent pas  l'équation  de  contact  et  que  par  suite  G'  n'est  pas  le  groupe 
linéaire  quaternaire  d'ordre  fini  général. 

Je  me  borne  donc  dans  la  sixième  Partie  à  construire  G'  dans  des 
cas  particuliers. 

Premier  cas  PARTrcuLiER.  —  G  est  dérivé  de  p,  cr^  /  sans  i' interven- 
tion de  la  dualistique  e. 

Alors  G  n'est  autre  chose  que  le  groupe  quadratique  Cremona  du 
troisième  type  (Comptes  rendus,  27  août  1 883  et  3  mars  1 884  ;  Journal 
de  Mathématiques,  p.  43*J;  i885). 

Second  cas  particulier.  —  Les  monistiques  /,  qui  concourent  avec 
p,  cî,  ('  pour  former  C,  sont  de  la  forme 

Lx.. 


L 


l'.x 


Alors  il  y  a  pour  G'  trois  formes  possibles  : 

L  /,'=  o.  —  G  est  dérivé  de  cr,  e  et  de  monistiques  ayant  toutes  la 
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forme  canonique 

Xo      l.,x., 

/,  =  racine  de  Tunité. 
G  ne  contient  que  des  crémoniques. 
II.   G'  s'obtient  en  combinant  la  substitution 


ii3 


avec  un  gjroupe 


où  les  coefficients  p  sont  choisis  de  façon  que 

P.,Pn-p,,p.,  =  i 
et  que  le  p'oupe  linéaire  binaire 

t,     p,,l,^p,J2 


soit  d'ordre  fini. 

III.   G'  est  de  la  forint 


f,       Pi^'x+Pil'i 


où  les  groupes  linéaires  binaires 

(■2     Put,  ^ p.. t. 
sont  d'ordre  fini. 


\P,,P2.-Pr2P-2 


t,    qiJ^  +  fjiiti 
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Troisième  cas  particulier.  —  G  est  dérivé  de  p,  c,  l,sa/is  L'intcr- 
ic/ilion  de  m. 

Alors  G'  est  de  la  forme  III  du  cas  précédent  et  de  plus  q.,,  ^  o  ('). 


PRELIMINAIRES. 

PRIMORDIALES,    RÉSEAUX    ET    CONIQUES    GÉNÉRALES 
D'UNE    CRÉMONIENNE    QUADRATIQUE. 

Dans  tout  le  présent  Mémoire,  je  ferai  un  usage  continuel  des  co- 
niques du  réseau  ponctuel  ou  linéaire  (iwi/-  premier  Mémoire),  relatif 
à  une  substitution  crémonienne. 

Je  désigne,  pour  abréger,  par  le  même  symbole,  une  courbe  et  le 
premier  membre  de  son  équation.  J'exprime  par  l'égalité  des  symboles 
la  coïncidence  des  courbes. 

A])pelons  P^^  =  o,  PJ^  =  o,  ...  les  primordiales  puncto-j)onctuclle, 
linéo-ponctuelle,  etc.  d'une  crémonienne  s.  Appelons  C^,  CJ,  ...  la 
conique  générale  du  réseau  R^,  RJ,  . . . ,  c'est-à-tlire  la  con'ique  quel- 
contjue  de  ce  réseau. 

C^  sera  représentée  en  coordonnées-points  a-,- par  l'équation  P^^^  o, 
où  y,  est  souligné,  c'est-à-dire  considéré  comme  premier  paramètre  et 
non  comme  coordonnée  (voii'  premier  Mémoire).  En  coordonnées- 
lignes  M,,  C^  sera  représentée  par  P/^  =  o  avec^y,  souligné.  Par  suite, 
C'^=  P^^  ou  PJp  avecj^,-  souligné,  et  de  même  Q  =  P^^  ou  PJ^  avec  f,- 
souligné,  suivant  que  CJ  est  représenté  en  coordonnées-points  .r,-  ou 
coordonnées-lignes  u^. 

Rappelons,  d'après  le  premier  Mémoire,  les  propriétés  de  C^  et  C/, 
s  étant  l'une  des  six  canoniques  crémoniennes 

pHp,     pEcT,     dEp,      ôîErar,     H.     T.. 

On  a  (premier  Mémoire)  la  liste  suivante  des  primordiales  et  des 


(')   Les  principaux  résultats  du   présent  Mémoire   ont  fait  l'objet  d'une  Note 
isérée  dans  les  Comptes  rendus  le  9.3  mai  1S87. 
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coniques  générales  de  réseaux  : 

C^Ep  =  _  ^,  .c.y^y,  +  y:(c-^:  +  A)  +  -iKy.y,  =  o, 
CfP==4,',c.3(ex^  +  A)  +  (.r,r,  +  x,P3)=  =  o; 
QpEu  _  _  x^x.^y^y.,  4-  {cy\  +  B)^,  +  Xoa;.ij!;  =  o, 

QpECT  __  2,j;'^(;^t'^  -f-  '^V-^(^ex\  -\-  X.^X^)  —  (v,X,  —  X%  ('3  )-  ^  O; 

Cf^^=  4  i-,r3(r'./;;  +  .r,.r.,)  +  {i\x,  +  (';,a;o)-  =  o; 
C-l  =  Alî  -  K-{x,y,  -  x,y,y  =  o, 
C;'  =  (r'  —  4''2*"3)51e-  Iv-(.r,r,  +  2j;,  (.-3)  =  0; 
C^  =  AH  -  R-(.r, j-,  +  x,j,)- =  o, 

On  a  posé,  comme  dans  le  premier  Mémoire, 

K^x'\~  x.,x,,  B  =  7^  -  y.,  y, , 

3l5=A-K^r^,         ^„=A-K^^;. 

On  reconnaît,  sur  les  douze  équations  précédentes,  que  les  co- 
niques Cp  ou  Q  représentées  par  ces  équations  adhèrent  toutes  au 
/"ocY^/ .•j'appelle  ainsi  l'élément  (co,  ù).  De  plus,  ces  douze  coni(|ues 
ont  les  propriétés  suivantes,  résumées  dans  le  Tableau  ci-dessous  : 

c.  La  conique  C^  La  ci)nic|iiL-  C/ 

pHp esl  osculatrice  à  A  au  focal  est  osculalrice  à  4  A  —  /('-.ij=  o  au  focal 

cîEp esl  osculatrice  à  ex\+  A  =  o  au  focal  touche  la  conique  exl  -1-  A  =  o 

pEnî passe  par  le  point  w'  passe  par  le  point /(/i=  o./o=  4./3=  '  ) 

raEra passe  par  le  point  w'  touche  la  conique  ex\+  i\x^z=o. 

ç touche  la  conique  A  touche  la  conique  31^ 

T^ louche  la  conique  A  touche  la  conique  31^ 

w se  réduit  à  un  point  passe  par  w' 

p se  réduit  à  un  |)oinl.  est  osculalrice  à  A  an  focal. 
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.l"ai  complété  le  Tableau  par  rindication  des  coniques  C^,  C^^,  C^,  C" 
en  remarquant  que 

P?^  =  r,  X|  JCo  +  r^x^  4-  t'aC-f-'^  —  -c.^x^)  —  o, 
P^^  =  f,  X, X.,  -\-  i'oic'^  +  v^x.^x^  =  o. 

Les  coniques  C^  et  C^  se  réduisent  bien  à  un  point,  et  ne  sont  pas 
représentablcs  en  coordonnées  Xi  par  une  seule,  mais  bien  par  deux 
équations. 

Cela  posé,  une  crémonienne  quelconque  (crémonique  ou  non)  sera 
équivalente  à  l'une  des  huit  canoniques  du  tableau.  Soient  s  cette  cré- 
monienne; (T  la  canonique.  On  aura,  par  définition,  en  désignant  par  a 
et  p  deux  linéaires  monistiques  ou  dualistiqucs, 

s  =  a^^i 
et  (premier  Mémoire) 

c;-  =  a[C-;],       c;-'  =  a[(-], 

puisque  a  =  a~\  toutes  les  canoniques  étant  égales  à  leurs  inverses. 

Ces  égalités  donnent  sans  difficulté  les  propriétés  géométriques  des 
coniques  C^,  et  C/  relatives  à  une  crémonienne  quelconque. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

CLASSE    DE    p|«]     ET    nj[a],    Cl    DÉSIGNANT    UNE    CONIQUE. 

1.  Soit  a  une  conique 

(  /,  y  =  1 ,  2 ,  3 )        «  =  22  a,jXiX,  =  o  ; 

soient  n  et  k  l'ordre  et  la  classe  de  p[«]. 

On  sait  (Clebsch-Lindemann,  Leçons  sur  la  Géorné/ric,  t.  II  de  la 
traduction  Benoist,  p.  209)  que  n  5  4- 

Le:«me.  —  En  iiénc/nl,  k  =  G. 
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Soit  u,  de  coordonnées  ii^,  une  tangente  à  p[a]- 

La  substitution  p  =  p~'  étant  de  contact,  les  deux  coni([uo.s  a  et 


>l"l 


y  ",•'-•, 


ll,X,X.,  -+-  ll.,X',  -+-  iii{x\  —  X.,X.f)  =  o 


doivent  être  tangentes  entre  elles  tout  comme  les  deux  courbes  p|«J 
et  u.  Le  tactinvariant  de  a  et  de  p[m]  doit  être  nul.  Cet  invariant  est 
précisément  le  discriminant  du  déterminant  de  la  conique 

considéré  comme  forme  binaire  en  A,,  An.  Ce  déteriniiuiiit 

2»./A, -)- rt, ,  Ao  ;/,A, +  «,2X2  a,j\.^ 

II,'/.,  -+-  flo, X._,  2 u./k,  -f-  a.,.,\.^  —  «3  A,  +  a^nX., 

+  <7,.,,A2  —   ;/.,  A,  -H  0.|o7.„  «;t3">'w 

=  -  2//:;A^-r- a;}v,0  +  2A,a^P  -^- (a)X, 
p  =  a',  ,11,  -h  a[, .,  u.,  -h  ( à, ,  —  a', .,  )  «3 . 
Q  =—  fl,,  u'I  —  'la,, ,11,  w.,  -f-  4023 '^3  +  «liiiU, 

(rt)  =  déterminant  de  la  conique  a  et 

Le  discriminant  de  la  forme  cubique  binaire  en  A,,  A2,  c'est-à-dire 
l'équation  de  p[a]  en  coordonnées-lignes,  est  -donc 

a(zV)  =  [9(«)«î  +  PQ|'^  +  (i2P//;;4-Q^)[3(«)Q-4PM  =  "' 

c'est-à-dire  contient  les  z/,  à  la  dimension  six. 

Il  y  a  lieu  de  rechercher  les  conditions  pour  que  A' 5  4,  autrement  dit 
pour  qu'il  se  détache  de  A(a)  un  facteur  en  w,  au  moins  quadralicpie. 

Je  rappelle  (l'oii'  premier  Mémoire)  : 

I"  (^ue  les  éléments  fondamentaux  de  p  adhèrent  à  oj  ou  à  12; 

Jûiirn.  c/c  Matli.  (.','  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  i88».  J  I 
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2"  ()uii  un  clément  fondamental  adhérent  à  co  correspondent  Ions 
les  points  de  la  droite  Q,,  a?,  =  o  ; 

3"  Qu'à  un  élément  fondamental  adhérent  à  Q,  correspondent  les 
rx>  éléments  adhéi'cnts  à  to,  c'est-à-dire  tous  les  éléments  de  la  courhe- 
poinl  //.,  =  (). 

2.   ,Ç//i=4,  /?  =  3.  —   Supposons,   en  effet,  qu'il  se  détache  de 

A(«)  =  o  un  facteur  o{u).  Si  o{u)  n'est  pas  décomposable,  il  se  dé- 
tache de  p[a]  la  conique  dont  l'équation  en  coordonnées-lignes  est 

0  (  u)  =  G  et  II  =  2,  et  par  suite  k  =  2,  car  une  conique  est  de  la  classe 
deux.  Supposons  o\u}  =  0,  \u)o.2  \ii),  et  nn  au  moins  des  deux  fac- 
teurs 0,  et  0.,  différent  de  i/j,  par  exemple  o,\u)  =  ^  Ou«,--  Appelons  0' 

le  point  0,  =  o,  de  coordonnées  0,,;  0'  ne  coïncidera  pas  avec  co. 
Alors  p[a]  a  parmi  ses  adhérents  les  ao  adhérents  de  S',  et  la  conique  a 
a  parmi  ses  adhérents  les  ao  adhérents  à  p[5'],  ce  qui  est  absurde,  car 
a  devrait  se  décomposer  en  un  couple  de  ])oints,  l'un  des  deux  points 
devant  être  0'. 

Il  faut  ainsi  que  o\u)  =  i/l,  et  A(  a)  doit  être  divisible  par  «';;. 

Si  (7:,:,^  o,  a  passe  par  w,  /i  =  3,  et  après  départ  de  u'i  il  reste, 
]iour  A(u)  ^  o, 

o  =  \cJ(a)l/l^VqY+{^■2Vl/,+  ff-')  [3(a)a,q  -  4P-], 

Si  «33^0,  \.(u)  ou,  ce  qui  revient  au  même  en  n'écrivant  pas  les 
puissances  de  ?/.,  supérieures  à  la  deuxième, 

0=[P=-(fl)0| 

doit  être  divisible  par  «J.  Lu  calcul  élémenlairc  montre  que  cela  est 
impossible  si  «.,.,7^0. 

Donc,  en  toute  hypothèse,  a,;,  =  o;  «  passe  par  co  et  n  =  3. 

5.  Si  k  <;  '|7  "  =  -  ^f  P'^t'''  suite  k  ^  2,  e/  a  adhère  à  l'élctneiil 
focal.  —  Pour  que  k  <[  4?  il  'aul-  qu'il  séj)are  au  moins  une  fois  le  fac- 
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Iciu'  u.^  de  IV'qiiation  |iréc(''(l('iiiinoiil  ohlenue 

\9(a)ii;^  l>y.|-  +  (i2l'«,+  ff-)[3(a)ti,q  —  iV-\  =  o, 

(jui  représenlc  p[a]  eu  courdounées-lignes. 
(]ela  exige  que 

soiL  divisible  par  //.,,  c'esl-à-dire  (jue 

soiL  idcnliquemenl  zéro;  donc,  en  toute  hypothèse,  0|.|  =  o;  a  adhère 
à  rélément  focal,  /i  =  A  =  2. 

4.  Etudions  la  classe  k  de  rn[a],  et  principalement  les  conditions 
qui  rendent  cette  classe  <4;  appelons  n  l'ordre  de  nT[a|. 

(  )n  vérifie  aisément  les  propriétés  suivantes  en  se  reportant  à  {"('Inde 
de  cï,  faite  dans  le  premier  Mémoire. 

i"  En  général,  n  =  4-  Pour  que  «  =  3,  il  faut  et  il  suffit  que  a  [)assc 
par  co  (et  il  se  sépare  de  a[a]  la  branche  droite  Q,',  x,  ==  o),  ou  bien 
(juc  a  passe  par  a>' (et  il  se  sépare  de  tô[a|  la  branche  droite  12, 
X.,  =  o).  Pour  que  n  =  2,  il  faut  et  il  suffit  que  a  adhère  au  focal  (et 
a[a]  perd  deux  fois  la  branche  droite  ii',  c'est-à-dire  le  facteur  a,'^),  ou 
bien  que  a  passe  par  w  et  par  oj'  (et  ra-|a|  perd  les  deux  branches 
droites  ù  et  £2',  c'est-à-dire  le  facteur  x,  x.^). 

■2"^  Pour  qu'il  se  sépare  de  cî[aj,  le  point  co,  c'est-à-dire  ii,=  o 
(ou  co',  c'est-à-dire  u.y  =  o),  il  faut  et  il  suffit  que  a  touche  Q.'  (ou  il  ). 
Si  l'on  suppose  cjue  n  =  ^,  a  ne  passe  ni  par  co,  ni  par  co',  et  alors  Lï 
(ouO)cjui  touche  déjà  a  ne  peut  occuper,  par  rapport  à  a,  aucune 
position  plus  spéciale;  il  ne  peut  donc  se  séparer  de  a[a]  le  facteur  u'î 
{ ou  U',)- 

5.  IjEmme.  —  En  général,  k  =  G.  —  On  verra,  comme  plus  haut 
(1),  que  pour  avoir  l'équation  A[«J  de  ro[a]  en  coordonnées-lignes  »,, 
il  suffit  de  former  le  tactinvariant  des  deux  conicjues  a  et 

07    2.  ^'i-^'i    =  ''1  -^'i -^'i;  +  Woi'i  +  u-fX.,./:.,  =  w\a\  =  o, 
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cVsl-à-dire  le  discriminant  de  la  forme  cubique  binaire  en  A,,  Ao,  dé- 
terminant de  la  conique 

X,  ct[?/]  +  A^cr  =  o. 

On  trouve,  après  un  calcul  analogue  à  nu  calcul  précédent  (1), 
A(»)  =  fr)(«);/,M;;+P(J]=+  (riVit,i,l+(y')[3(a)q  -4P2j=o, 

où 

P  =  «', .,  u,  +■  a\ ,  i/.j  ■+■  fl.,3  ii^i, 

Q  =  —  n,,  ll'^-h  ■la^fl/f  W,,  —   'l«2:l''2":l  ^  ^:)3  "î  i 

le  reste  comme  plus  liant  (I).  Le  lemme  est  ainsi  démontré. 

Pour  que  A£4)  il  f^iut  fiu'il  se  sépare  de  A\u)  un  facteur  de  S(  w)  au 
moins  quadratique  en  Uj.  On  verra,  comme  plus  haut,  que  si  o(«)  est 

([uadratique  §(  «),  cette  forme  se  décompose  en  deu\  facteurs  linéaires 

0  (  a)  =  S,  \u)  Oj  \u)  :  la  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  de  2. 
Si  un  au  moins  des  deux  points  o,  =  o  et  o.,^  o  est  un  point  o'  qui 
ne  coïncide  ni  avec  w,  ni  avec  w',  rrT[aJ  compte  parmi  ses  adhérents 
les  00  adhérents  de  8'  et  la  conique  a  compte  parmi  ses  adhérents  les 
30  adhérents  de  ro[S'],  ce  cjui  est  absurde.  On  ne  peut  avoir  ainsi  que 

Les  deux  dernières  hypothèses  sont  impossibles,  car  il  ne  peut  se  dé- 
tacher de  t7î[a]  (voir  4:,  2"  — )  plus  d'une  fois  le  facteur  u.^  ou  1/3,  si  a 
ne  passe  ni  par  co,  ni  par  oj',  c'est-à-dire  si  //  =  'i- 
(>ela  posé,  il  vient 

(>.  Lemme.  —  Si  k  ^  '\  et  n  =  4  ^«  coniqiir  a  touche  £i  et  D.  . 

Si  /i  =4,  il  se  sépare  de  A\«)  un  facteur  quadratique  qui  ne  peu! 
être  que  u.,u.;^,  en  vertu  de  ce  qui  précède;  comme  n  =  4»  pfi''  l'yp"- 
thèse,  a  doit  toucher  i2  et  Q! . 

7.    l^a  courbe  r;^\a\  est,  en  général  (Clebscii-Li^deman^',  Leçons 
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sur  la  Géométrie,  traduction  Benoît,  t.  II,  p.  192),  une  biquadra- 
lique  ayant  un  point  double  en  co'  et  un  point  de  rebroussement  en  w 
avec  Q,  pour  tangente  de  rebroussement. 

Si  «  =  3,  a  passe  par  w  et  perd  la  branche  droite  Lï  ou  bien  a  passe 
par  co'  et  perd  la  branche  droite  Q,.  Il  reste  donc  une  cubi(iue  ayant, 
dans  le  premier  cas,  un  point  double  en  w  et  passant  par  co';  dans  le 
second  cas,  un  point  double  en  co'  et  passant  par  co. 

La  classe  d'une  cubique  à  point  double  est,  en  général,  ((uatrc. 

C.     Q.     F.     D. 

8.  Si,  n  restant  égal  à  trois,  on  voulait  réduire  à  trois  la  classe  /., 
il  faudrait  que  le  point  double  de  la  cubique  Gî[rt]  devint  un  point  de 
rebroussement. 

Dans  le  cas  où  a  passe  par  co,  on  a 

a  =  a,x.^  -\-  a.y=:  Q, 

rti,  «2  =  formes  binaires  en  a;,,  x.,  d'ordre  égal  à  l'indice. 
Par  suite,  après  départ  de  x^ , 

ôj[a]  ^  x.,a\x^  +  x\  d.,  =  o, 

d.  =  a,,  après  transposition  x,  et  ./;._,  (  /  =  i ,  1). 
Les  deux  tangentes  au  point  double  co  sont 

a;^  =  o         et         a\  ^  a.j,„x, -h  a,^x.^=  o; 

pour  qu'elles  se  confondent,  on  doit  avoir  a.,^  =  o,  et  a  loucitr  il  en  oj 
et  adhère  à  l'élément  (co,  li'). 
Dans  le  cas  où  a  passe  par  co', 

a  ^  a^x.,-\-  a,,  =  ()\, 

il  vient  pour  ra[aj,  après  départ  de  x„, 

«iX"^  +  x.,a.,  =  o, 

cil  ^  forme  binaire  en  x^  et  .r^  d'ordre  égal  à  l'indice  («'=:;  r,  -i). 
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Pour  tfiic  le  point  double  co'  devienne  de  rebroussenienl,  il  faul  (jue 
a.,  soil  carré  ]»arfait,  c'est-à-dire 

à\^  —  a,  I  «33  =  o, 
el  a  touche  il. 

9.  Enfin,  si  l'un  des  deux  nombres  n  et  h  est  deux,  l'autre  l'est  aussi 
el  a  adhère  au  focal  ou  passe  par  co  et  par  co'. 

10.  ÎSous  pouvons  résumer,  sous  forme  de  tableaux,  tous  les  cas 
possibles  où  la  classe  k  de  nT[a]  et  de  p[«]  ne  dépasse  pas  (juatre. 
Il  étant  l'ordre 

n.  k.  La  conique  a 

3 4  passe  par  lu 

s 2  adhère  au  focal 

cl,  de  même, 

II.  k.                                               La  co[iiqiie  < 

4 4  louche  il  el  ii' 

3 4  jjasse  par  co  ou  w' 

3 3  passe  par  lo  (ou  w')  el  touclie  li'  (ou  12) 

9. 2  adhère  au  focal  ou  passe  par  u  et  w'. 


DEUXIEME  PARTIE. 

PRODUIT    Il'uNE    CRÉMONIENÎsE     PAR    LES    CANONIQUES 

pllp,     pEcT,     cjEp,     ittEcj. 

11.  Dans  cette  Partie  et  la  suivante,  je  vais  étudier  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  produit  de  deux  crénioniennes 
quadratiques  s  et  s'  soit  une  crémonienne  quadratique  S.  .le  sup|)ose 
({ue  s,  s\  S  ne  sont  ni  linéaires,  ni  créinonicjues. 

Soient  a-  et  g'  les  canoniques  de  s  et  de  .ç',  et  a,  jii,  a',  ^'  des  linéaires; 
on  aura  (premier  Mémoire) 

s  ^  aiji,  .v' =  a'(j'^',  S  =  a'o-'p'ao-^. 
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I^es  variables  Ui  et  .r,-  figureront  aux  mêmes  dimensions  dans  S  et 
dans  a' mn^  où  l'on  a  posé  j3'a  =  m.  Il  suffira  donc  d'étudier  l' nia^'L. 

Appelons  C^,,  CJ,' ...  la  conique  générale,  c'est-à-dire  l'une  quel- 
conque des  oc-  coniques  du  réseau  R^,,  RJ,  . . .  ponctuel  ou  linéaire  de  la 
substitution  crcmonienne  .9.  On  aura,  puisque  il  est  quadratif[ue  par 
liypotlièse,  ^ 

C-  —  ("/"'^—  ^MC''") 
*-'/>  —^-p     —  ■•     r>    I' 

en  vertu  tlu  premier  Mémoire,  et  en  exprimant  Fidentité  des  courbes 
par  réi;;alité  des  symboles. 

Appelons,  pour  abréger  récrilure,  a  la  conique  (^^"'  ^  ///"'  |  C'  |  et 
n  la  conique  C^.  R  faudra  (jue  la  canonique  n  transforme  la  conirpie  a 
en  une  autre  conique  a, 

■:;~'[r/]  =  a  ou  ^[a]  =  n,  r7==7~'. 

Si  l'une  au  moins  des  deux  canoniques  a  et  a'  est  à  deux  compo- 
santes crcmoniques,  nous  pourrons  toujours  supposer  que  c'est  a-,  sans 
quoi  il  suffira  de  considérer  S"'  au  lieu  de  S,  ce  qui  ne  change  pas  les 
dimensions  auxquelles  entrent  dans  S  et  S~'  les  variables  x,  et  //,. 

Dans  cette  deuxième  Partie,  j'examinerai  donc  le  cas  où  la  cano- 
nique 

'7  =  olIo,  oEgj,  ÎTîEo  ou  ÎTjEcô. 

l'i.   Premier  cas  :  i  =^  ?^I?-  ~  ^^'^  <*  alors 

pllp|«|  =  n,         IIp|V^l  =  c[a|. 

Pour  avoir  l'équation  coordonnées-points  x,  de  la  courbe  pfii],  il  suffil 
donc  d'effectuer  la  dualislique  H  sur  les  variables  ?/,  dans  l'équation 
en  coordonnées-lignes  ?/,  de  la  courbe  p[«];  pour  avoir  l'équation  en 
coordonnées-lignes  de  p[n],  il  suffit  d'elTectuer  II  sur  l'équation  en 
coordonnées-points  de  p[a  j.  Soient  ii  et  k  l'ordre  et  la  classe  de  pl'"'|. 
n'  et  A'  l'ordre  et  la  classe  de  pf  «]  ;  on  aura,  par  suite, 

A'  —  //,         //  =  A. 
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Ou  peut  avoir  seulement  (Tableaux  du  n"  10)  /i,  «' =  3  ou  2.  Mais 
alors  k,  k'  =  2,  et  enfin  n^=  n!  ^  2.  Cela  exige  que  pff?]  et  pfa]  soient 
(les  coniques,  et,  par  suite,  a  et  n  doivent  adhérer  au  focal. 

13.   On  vérifie  sans  peine  que  la  conique  G^  ou  Cj,  n  étant  Tune 
des  six  canoniques  crémoniennes 


^ 


pllp,      pErar,     crEp,      ctEct,      ^,      7:, 

adhère  au  focal.  Nous  dirons  que  ces  six  canoniques  sont  laiilofo- 
cales. 

De  même,  une  crémonienne  non  canonique  s  sera  taulofocale  si  C' 
cl  CJ  adhèrent  au  focal. 

l'iie  linéaire  m  sera  tautofocalc  si  elle  laisse   fixe  le  focal,  c'est- 
à-dire  si 

/y?iïto,  ii)]  =  ao,  O). 

I']n  remarquant  ([u'une  monistique  taulofocale  /  doit  laisser  fixes  le 
point 

Oj(x,  z=.  X.-,^  Uj  =  o) 

et  la  droite 

Q,(  U,  r=:  j:^  =  11^  =  o), 


et  se  reportant  à  luon  Mémoire  sur  les  groupes  linéaires  de  contact 
(Journal  de  Mathématiques,  p.  75;  1887),  on  construit  immédiate- 
ment 

x^  /, ./-,  -f-  l'yC^ 

X.,  I,x, 

X3  /.[x,  -+-  l[.r.,  -+-  /.,,r., 

U^  Ijlii'i  —  /-Ij'i 

u,      -  /,/;;/,  4- /,/3 //,  +  (/:/;-  i,i;)u, 

u,  1,1, u. 


I  = 
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4aj 


La  dualistique  très  simple 


X., 

«3 

X., 

U.^ 

". 

X, 

«2 

x^ 

«3 

X., 

est  taulofocale.  Soit  e'  une  seconde  dualistique  tautofocale;  comme  les 
linéaires  toMto/oca/es  forment  un  groupe  évidemment,  e'e,  qui  est  une 
linéaire  monistique,  sera  tautofocale  et  de  la  forme  /.  Ainsi,  ioufe 
linéaire  tautofocale  sera  de  la  forme  l  ou  cl,  selon  qu'elle  sera  mo- 
nistique ou  dualistique. 

Soit  s  =  aap  une  crémonienne  tautofocale  équivalente  à  la  cano- 
nique G-  :  la  linéaire  ^  sera  évidemment  taulofocale  ;  a  sera  tautofocale 
si  s~'  est  tautofocale.  Tout  cela  résulte  évidemment  de  ce  que 

C;  et  C^    adhérent  à  ,3-'  [fw,  O)], 
C;'etC;'  ..  a   [(co,£2)|. 

Une  crémonique  ap^  ou  ani^  sera  tautofocale  si  la  linéaire  3  esl 
tautofocale.  D'ailleurs,  p  et  mr  peuvent  aussi  être  considérées  comme 
tautofocales,  car 

Q     et     Cf- 


adhèrent  au  focal.  Les  coniques  C^  et  G^  ne  sont  pas  représentables  en 
fait  en  coordonnées-points  par  une  équation  unique;  aux  ac  éléments 
adhérents  à  un  point  p  et  cî  font  correspondre  les  oc  éléments  adhérents 
à  un  autre  point  et  la  primordiale  linéo-ponctuelle  est  linéaire  en  «,. 
Nous  pouvons  exprimer  ce  fait  en  disant  que  C^  ou  C^  dégénère  en 
un  couple  de  points  dont  Tun  est  o)  ;  C^  et  C^  peut  donc  être  considérée 
comme  ayant  le  focal  parmi  ses  adhérents,  et  peut  être  considérée 
comme  adhérente  au   focal.  Je  puis  ainsi  étendre  aux  crémoniques 

Jouin.  de  Mat/i.  (4'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  1888.  5o 
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(l'une  façon  complète  la  notion  de  tautofocalilé  définie  pour  les  crémo- 


menncs. 


14.  Les  résultats  du  n"  12,  en  employant  les  notations  du  n°  15. 
peuvent  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Pour  que  le  produit  l' iwi  soit  une  crcmonienne 
quadratique  1('j',  ^  =  canoniques,  a  =  pHp,  m  =  linéaire),  il  faut 
et  il  suffît  que  la  linéaire  ni  soit  lautofocale  ;  S  est  aussi  lauto- 
focale. 

En  cfTct,  n  —  c7[Cp"']  =  C^7,  qui  adhère  au  seul  élément  fixe 

/A/-'[(co,Q)|, 

doit  adhérer  aussi  (12)  au  focal;  donc 

(co,  O)  =  //?-•  [(co,  Q)J  =  /»[(w,  £2)J 

et  m  est  tautofocale,  ainsi  du  reste  cjue  1,  puisque  0  adhère,  au  focal. 

lo.   Deuxième  cas:  ^^pEtn. 

Théorème.  —  Pour  que  Z  =  o-'wt  soit  une  crémonienne  quadra- 
tique, il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  tautofocale,  et  alors  Z  l'est 
aussi. 

Posons  encore,  avec  les  notations  du  n"  12, 

pEcj[a]  =  tt,         Eû/[a]  =  p[ttJ. 

Soient  n  et  R  l'ordre  de  la  classe  îû[a],  /*'  et  k'  l'ordre  et  la  classe 
dep|a].  On  aura  (12) 

/,■■  =  n,  /;'=  k. 

\-,A  condition  de  l'énoncé  est  suffisante;  car,  alors  quelle  est  remplie, 
n^  k^  1,  puisque  a  adhère  au  focal;  n'  ^k'  =^  1,  aussi  pjttl  est 
une  conique  ainsi  que  a,  et  toutes  deux  adhèrent  au  focal. 
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La  condition  est  aussi  nécessaire.  En  effet,  n  et  n'  ne  dépassent 
pas  quatre;  il  en  est  de  même  de  k  =  n'  et  de  k'=ii.  Si  A'54, 
n'=k  =  3  ou  2  (  iO,  Tableaux)  el  n.  =  3  ou  2.  Mais,  si  «  =  3, 
A-  =  4  =  n',  résultat  absurde.  La  seule  hypothèse  possible  est  donc 

n  =  k  =  n' =  k' =  i,         p[a]     et     Cj[aJ  coniques; 

a  adhère  au  focal,  ainsi  que  Ep[tt]  =  nj[a],  puisque  la  dualistique  E 
est  tautofocale;  donc  a  est  adhérente  au  focal,  et  comme  a  =  CJ"  et 
adhère  à  m"' [(co,  Q)],  m  est  tautofocale.  On  raisonnera  sur  les  co- 
niques Q  '  comme  on  vient  de  le  faire  sur  les  coniques  C^, ,  et  Ton 
achève  la  démonstration  sans  difficulté. 

16.    Troisième  cas  :  n  =  ciEp. 

Théorèaie.  —  La  linéaire  m  doit,  el  cela  suffit,  être  tautofocale; 
a' ma  est  aussi  tautofocale. 

On  a 

tûEp[aJ  =  a,  Ep[a]  =  î7T[a]. 

Soient  n  et  k  Tordre  et  la  classe  de  p[a],  n!  et  k'  Tordre  et  la  classe 
de  ôj[n].  On  a  encore 

n'  ^  k,         k'  ^  n. 

On  démontre,  comme  plus  haut,  que  la  condition  de  Ténoncé  est 
suffisante. 

Puisque  4  =  "'=  A,  il  vient  (10,  Tableaux) 

n  =^  1         ou  3  ^  k' . 

Si  k'  =  3,  «'  =  3  =  A;  ce  dernier  résultat  est  en  contradiction  avec 
(10,  Tableaux).  La  seule  hypothèse  possible  est  donc 

A'  ==  rt  ^  //=  A  =  2  ; 

la  démonstration  s'achève  comme  plus  haut. 
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17.  Quatrième  cas  :  a-  =  nTE!Ty.  On  a 

cTEnT[a]  =  o,         Eîrr[n]  =  ro[a]. 
Soient  k  et  u  Tordre  et  la  classe  de  î7T|aJ,  k'  et  n'  la  classe  et  Tordre 

(lrrô|rt|. 

En  se  reportant  aux  Tableaux  (10),  on  voit  qu'on  ne  peut  faire  que 
trois  hypothèses,  eu  égard  aux  relations  n  =  />',  k  =  n',  savoir 

(T  )  n  =  /i'=  k  =  /i'=  4, 

(II;  n  =  n'=k  =  k'='5, 

(III)  n  =  n'=k  =  k'^2. 

18.  Hypollièsc  I.  —  D'après  le  Tableau  (10),  a.  et  a  doivent 
loucker  i2  et  li';  comme  a=^  C,T"',  •' =  ^>)  <Jii  voit,  en  se  reportant 
aux  Pr('limiiiaii-es,  que  la  canoni<jue  t'  est  C7  et  la  crcmonienne  2 

équivalente  à  cî;  de  plus,  m  est  dualistique.  Soit  donc  f\u,  yj  =  o  la 
primordiale  linéo-ponctuelle  de  crr;  Téquation  /"(m  [?/],_/)  ^  o  sera  la  pri- 
mordiale puncto-ponctuelle  de  rj'in  Qi  f(in\  u\,  )-)  =  o  sera  Téquation 
(le  VZ"'  1  c'est-à-dire  de  a.  En  un  mot,  les  coefficients  des  puissances 
des  Xi,  dans  Téquation  de  a,  seront  des  fonctions  rationnelles  quadra- 
tiques des  y,-.  Comme  a  touche  i2(./.,=  o)  et  Ol{.i\  =  o),  on  voit  que 
Té([uation  de  a  est 

•za^x^  X.,  -\-  («,.'•,  -I-  a^x.,  4-  af,.r.^y-  =:  o, 

Oa^  forme  quadratittue  en   )-,  \   ,  .  ., , 

a,  =      )i       Imeau'e  "      )  '     '     / 

Pour  avoir  encore  Técjualion  de  fû[aj  en  coordonnées-lignes,  je 
forme,  comme  plus  haut  (1)  et  (ij),  le  lactinvariant  A(i/)  de  la  co- 
ni(|ue  a  avec  la  conique 

Î7>|  «  I  =  GT      V  J/,.r,       =  U^X^  X.,  -+-  U^X?-^-  U^X.^X^  =  O. 

Faisant  le  calcul,  c'est-à-dire  formant  le  discriminant  de  la  forme 
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cubique  linéaire,  détenninanl  de  la  conique 

ï.,a  +  AjCt]  wj  =  o, 
on  trouve,  après  départ  de  w.  u^,  ce  ([ui  était  prévu, 

A (  « )  =  4  «.  À*  —  (3 a„  «.,  À-'  +  9G a':  a.j  11..  u,  \- 

—  2 1  Ga„  a,  «3  u.^iil'k-h  81  a'î a.^  u.,  u\  + 192  al  a\  ir,  ii;  =  o, 
avec 

A  =  a.fU,  —  a,  «3. 

On  ne  peut  avoir  identiquement  r/j  =  o,  car  il  se  détacherait  alors 

de  A  \u),  le  facteur  «3  et  A-  ne  serait  plus  4-  De  plus,  a(  «)  contient  y, 

à  la  dimension  cinq.  Si  j'cfTcclue  sur  a(«)  =  o,  écpation  de  ^[a]  en 
coordonnées-lignes,  la  dualisticjue  E,  j'obtiens  l'équation  de  Era[a]en 
coordonnées-points  Xi  et,  si  j'effectue  encore  dans  cette  dernière  la 
substitution  rar  sur  les  a;,-,  j'obtiens  l'équation  de  cTEî0[a]  =  a  =  C7 
en  coordonnées-points  x^.  Ces  diverses  opérations  n'altèrent  pas  la  di- 
mension à  laquelle  cntrentlesj^,;  cette  diinensionest  deux  dans  n,  puisque 
l'équation  de  a  est  aussi  le  premier  membre  de  la  primordiale  puncto- 
ponctuelle  de  X;  par  suite,  il  doit  se  séparer  de  A(u)  un  facteur  (/j 
cubique  au  moins.  Le  facteur  (y)  divise  tous  les  coefficients  de  A(«) 
et,  en  particulier,  a'tai,  coefficient  de  «^«3.  Ce  coefficient  n'est  pas 
nul,  car  a.,  n'est  pas  nul  et  a.^  n'est  pas  nul,  puisque  «^«3  est  le  détermi- 
nant de  a.  Ainsi  (y)  contient  au  moins  une  fois  a^  et,  pour  «3  =  o, 
tous  les  coefficients  de  A(u)  étant  nuls,  A(u)  est  lui-même  nul,  quels 
que  soicnl  les  u^.  A(u)  est  le  tactinvariant  de  a  avec 

irr  [  « ]  =  u,x'fX2-i-  u.,x'^-i-  u^X2X.j  =  o  ; 

par  suite,  la  conicjue  a,  avec  a.,  =  o,  c'est-à-dire 

«'=  ^a^x,  X.2  -+-  («I  ./.•,  -h  a-^x-jY  =  o, 

touche  nî[z/J  quels  que  soie/il  i/,-,  c'est-à-dire  la  conique  géné- 
rale C.  Cette  conique  CJ^  adhère  au  focal  et  passe  par  o)';  à  part  cela, 
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elle  n'est  assujettie  à  aucune  condition.  La  conique  a!  touche  Q.  en  un 
point  mobile  avec  les  y,  et  Q!  en  w';  il  faudrait  donc  cjue  a'  touchât  Q 
en  w;  cela  exige  cjue  O;,  =  o  en  même  temps  que  a^^o,  autre- 
ment dit 

a.,  =  l>^Pi         «3  =  ^.i/^î         p  =  forme  linéaire  en  j',, 
/;,,,  b.,  =  const. 

On  ne  peut  avoir  d'ailleurs  a,  =  b,p,  b,  =  const.,  car  a  touche- 
rait £2  et  ù'  en  deux  points y?,res  et  a  =  C^'"  le  réseau  de  la  crémo- 
nienne  ;  u'm  serait  un  réseau  de  coniques  à  deux  points  et  à  deux  tan- 
gentes fixes  (ce  c|ui  est  impossible,  d'après  les  Préliminaires). 

Il  résulte  de  ce  cjui  précède  que  (y)  ^ p^  doit  diviser  A(«)  ou,  en 
n'écrivant  pas  les  puissances  de  p  supérieures  au  cube,  doit  diviser 
[en  i-cmarquant  quep  doit  diviser  «„,  a^  =  b^p  ('  )] 


pl'(2b.,k-  3b,u,), 
Par  suite,  p-  divise 


a,  a.,  -+-  br^pu, 


[  —  a]ul-h  3 a] b^pu'l  u ,  -h p- ( . .  .)j 

X  I  —  {ib.,a,  H-  3&o)  ?/3-i-  ■j.l>d>,^pu^  \. 

Or  p"^  ne  divise  pas  a\  et  doit  diviser  ibui^  +  36„,  qui  doit  être 
identiquement  zéro.  Alors  il  faut  que  b^h^  =  o,  c'est-à-dire  CL^a^  =  o, 
ce  qui  est  absurde  en  vertu  de  ce  qui  précède.  De  là  résulte  :  l'iiypo- 
ihèse  I  esl  inadmissible. 

19.  Hypothèse  II.  —  Quatre  hypothèses  sont  possibles,  si 

k  =:  /.'=  n  =  «'^  3  : 


a  passe  par  w   et  touche  il' 


a   passe   par  a>  et  touche 


(')  Il  suffit  d'écrire,  pour  le  voir,  que  \{u)z=io  identiquement  pour/)  ^  o. 
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Il  suffit  de  discuter  les  deux  premières  et  la  quatrième,  puisque  a 
et  n  se  comportent  d'une  façon  pareille  dans  la  discussion. 

Pour  les  deux  premières  hypothèses  a  passe  par  co  et  touche  Q! . 
X|  ^  o  ;  donc 

a  =  2a,3.-r,a-.,+  a,|.r;+  1a^^x^x.,+  a.,.,x'i 

et,  après  départ  de  *•,, 

ct[«]  =  2aiyxlxy'\-  a.-,.,x]+  1a^,.x\x^^  a.^x^xi  =  o. 

Appelons  élément  de  rebroussement  (ou  à' inflexion)  l'élément 
formé  par  le  point  et  la  tangente  de  rebroussement  (ou  d'inflexion). 
Le  focal  est  l'élément  de  rebroussement  de  la  cubique  cT[a]. 

La  première  hypothèse  est  inadmissible.  En  effet,  u  passerait, 
comme  a,  par  tu  et  toucherait  û';  cT[aJ  aurait  en  (co,  il)  son  élément 
de  rebroussement.  Une  duahstique  quelconque,  telle  que  E,  trans- 
forme évidemment  des  éléments  de  rebroussement  en  éléments  d'in- 
flexion :  donc  Eci[o]  =  ra;[«]  aurait  un  élément  d'inflexion  en 

E[(co,  0)]=(to,  ii). 

Cela  est  absurde,  car  on  s'assure  aisément  que  la  droite  cj/  (ï  point 
d'inflexion  de  ôT[a])  a  pour  équation 

Za.,^x^ -+-  la^.-.x^  =  o 

et  ne  peut  se  confondre  avec  £2,  x.,  =  o,  sans  que  a.^^  ne  devienne  zéro 
et  a  un  couple  de  droites. 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible.  La  conique  n  passe  par  co' 
et  touche  i2.  Alors 

Il  =  2a,2a'-,x-o-f-  aaojifoiCj-f-  (tt|>r,-t-  tKx,)- 

et,  après  départ  de  x.,, 

cj[iVl  =  ^^("i  ^'1+  H:)*':,  )'-f-  2a;^(a2,a;,-t-  11233^3)  =  o. 

Appelons  0  la  droite 

a,  x,  +  o.a-,  =  o. 
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Lariil)i(|iio  rr(|a  |  aura  (co',  o)  pour  cI/muohI  de  n'l)roiissomenl,  cl  la 
cnl)i(iii('  I\CT|rt  I  =  ct|(7|  aura  E\((m',  3)|  pour  ('Icuienl  (rindcxion.  La 
(Iroilc  I''|  co  I 

ex.,  -+-  .r.,  =  (> 

coupera  nî[a]  en  trois  points  confondus. 

Faisons,  dans  cî[a],  .r.,  =  —  ex.,;  la  i'ornic  binaire 

a.,.,  x]  -+-  ia,.,x'-^.T.,-+-  a^i  x ,  .v\  —  2  00  m  x'!! , 

égalée  à  zéro,  doit  représenter  trois  fois  la  ligne  inflexionnelle  cr/ 

3 a.y,  X,  -f-  2 rt, ^  X.,  =  o 

de  crs|  f/J.  On  a  ainsi,  A,  facteur  à  déterminer, 

«1-(«2-j.j:'|+  3  r/ 1  ._,./■■■;  .r.,  +  a,,.x\.x'i —  cieaf^xl)  =  ('ia.,2i',+  ■2a,.,x.,y. 

l/identillcalion  donne 

(o)     ,1,  =  27a!;.,,         4«'';,  =  3<7,,c/...,  ]a],  =  —2-]eal.^a,^. 

Mais  a  =  C^'"',  donc  les  eoeflicients  des  puissances  des  /•,•  dans  a 
sont  des  fonctions  rationnelles  et  ipiadraliques  des  y,. 

Si  c/,;  est  identi(juenientzéro,  le  système  (o)  donne,  puisque  a.,.,  ne 
pcul  rire  zéro  sans  que  a  ne  dégénère  en  couples  de  droites, 

ce  (pii  est  absurde. 

Si  a,.,  est  une  forme  cjuadra tique  indécomposable  en  j^,,  le  sys- 
lèmc  {o)  montre  que  a,,,  a,.,,  a,;,,  «j^  ne  diffèrent  cjue  par  des  coeffi- 
cients constants,  et  l'équation  a  =  o,  cjui  est  la  primordiale  puncto- 
])oneluellc  de  o-'»?,  serait  de  dimension  zéro  en  y,-,  ce  qui  est  absurde. 

Si  enfin  on  a  a,.,=  a(/)  pi-vj'),  le  système  (o)  devient 
/i"A-iji-  =  3(7,,cf.,2,  '(  A^a'  =  —  27^0^,^,3. 

Si  «H  ne  diilérc  de  Au.  =  a,.,  (jue  par  une  constante-coefficient,  on 


GROUPES    QUADRATIQUES    CRÉMONIENS    d'oRDRE    FINI.  433 

retombe  sur  la  discussion  précédente.  Si 


et 


a,,=aÀ-,  f/,,  =  {3[A-         (a,  ^  =  const.) 


les  facteurs  X  et  ix  ne  diffèrent  que  par  un  coefficient  constant,  ainsi 
que  diffèrent  aussi  entre  elles  les  fonctions  a,,,  «-,  a,,,  a,.,,  ce  qui  est 
absurde. 

La  quatrième  hypothèse  est  inadmissible. 

On  démontrera,  comme  plus  haut,  pour  la  seconde  hypothèse,  que 
la  droite  E[w'],  c'est-à-dire 

ex.y-h  x\  =  o, 

est  la  tangente  d'inflexion  de 

cT[a|  =x.,(a,x\+  a-^x^y-j-  2x'-(a.,,x,-h  a.,3X,)  =  o, 

puisque  a  touche  O  et  passe  par  w', 

a  =  (a,x,-+-  «.,x'3)=+  ia.,,x..x,-h  ■2a^^x.,x,=  o. 

On  s'assure  aisément  que  la  ligne  qui  joint  co'  au  point  d'inflexion 
de  ci|  a\  a  pour  équation,  en  posant 

a  =  1a^a.,^  —  '.ia3a.,^, 
<x.x,  —  a^a.^jX.^  =  o. 

On  ne  peut  avoir  c  =  o,  car  la  tangente  d'inflexion  ne  peut  passer 
par  w';  on  tire  de  ex^-i-x^  =  o,  x.,  =  e~'x^,  el  alors  il  faut  avoir  l'iden- 
tité 

X(a.x,—  a,a.^3X3y 

=  2.ea.,,  x^  -+-  x-x,(2ea.,.,  —  a;)  -  2a,  a^x,  x;  —  alx], 

qui  indique  que  ex.^  -h  x\=  o  coupe  ro[a]  trois  fois  au  point  où  ûj\a  1 
est  rencontré  par  a.x,  —  a^a-y^x^  =  o. 

On  ne  peut  avoir  a.^^  —  o  identiquement,  car  to  serait  un  point  d'in- 
flexion, tandis  que  co  n'est  pas  situé  sur  ex.,  -+-  x.,  —  o.  L'identification 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I\ .  —   Fasc.  IV,   1888.  .56 
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donne  alors 

3,.l,aa3a^3  = — 2a, «3, 

—  Xalal^  =  -  a;. 
ÎI  vieni 

X  =a;'a:i, 

fl'où  le  système  des  deux  relations  distinctes  seulement 
((/)  o  =  4«i -I- 27(?a.5«o,  et         a'^  -h  Geao3=^  o. 

Mais  a  =  CJJ'";  les  coeflicicnls  des  puissances  des  .r,  dans  a  sont  des 
fonctions  rationnelles  et  quadratiques  des  y,  et 

a,,  «3     =  formes  linéaires  cnj',, 
a.,,,  a.23  =  formes  quadratiques  en j',. 

i^e  système  (o')  montre  alors,  en  désignant  par/)  une  forme.linéaire 
en  fi,  et  par  Z»,,  ^^3,  c,,  c,  des  constantes,  que  Ton  a 

<7|  =  />,/>,  (7.)  =  /';,/>,  fini  =  ''i/''i  '''^■23  ^  f:i/''i 

l^a  primordiale  punclo-ponctucUe  de  r;  /)>  ne  contiendrait  plus  )',, 
ce  qui  est  ai>surde.  Lhypolhèsc  quatrième  est  donc  inadmissible. 

'20.    llypolhùs,'  ni.  -   On  a 

m\a\  et  cî[a]  sont  des  coniques.  Si  la  linéaire  m  n'est  pas  tautofocale, 
(i  ne  peut  adhérer  au  focal;  a  ne  peut  y  adhérer  non  plus,  car  a  y  ad- 
hérerait aussi  dans  ce  cas  en  vertu  de  ce  que  EcT[a]  =  rrr|ii|.  ("omme 
rTT[a]  et  Gî[a]  sont  deux  coniques,  a  et  a  doivent  passer  à  la  fois  par  w 
et  [nir  w',  î7i[a]  et  or  [a]  passent  aussi  par  w  et  par  co'.  La  conique 
l*]nT|r/|    touche    E[co]  =  0,   puisque   m\a\   passe   par  co,    et  comme 
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LnT[aJ  =  ni[o],  gj[o]  adhérerait  au  focal,  ce  qui  est  absurde;  il  faut 
ainsi  que  m  soit  tautofocal,  ainsi  que  I. 
Il  ressort  des  n"^  1 7  à  20  la  proposition  : 

21.    Théorème.  —    Pour  que  la  substitution  crémonienne 

Z  ^  a' m  cî  E  cî 

sait  quadratique,  il  faut  et  il  suj/it  que  f  soit  tautofocal;  H  est 
aussi  tautofocal. 

La  condition  est  nécessaire,  en  vertu  de  ce  qui  précède.  Sicile  est 
remplie,  a  =  C^"'  adhère  au  focal;  ro(a|.  Eût  [a]  et  enfin 

cïEc7|(7  j  =  n  =  C^ 

y  adhèrent  aussi  et  sont  des  coniques.  Enfin,  on  peut  raisonner  sur 
Cf'"'  et  C}  comme  on  vient  de  le  faire  sur  C^'"  et  C^.  La  condition  est 
donc  suffisante. 

TROISIÈME  PARTIE. 

PRODUIT    d'une    crémonienne   PAR    LES    DEUX    CANONIQUES    H    ET    -. 

22.  Nous  reportant  au  n"  1 1 ,  on  voit  que,  pour  étudier  les  conditions 
qui  rendent  crémonienne  quadratique  le  produit  s's  de  deux  crémo- 
niennes  équivalentes  l'une  et  l'autre  à  H  ou  à  z,  il  suffit  d'étudier  les 
produits 

-  =  ;wç,      cru-,     T.m^         ou  -ni-,      ///=  linéaire, 

ou  simplement  les  produits 

l^:;mz,     -m:,         ou         ~ni~, 

puisque  le  produit  de  forme  cmr.  a  pour  inverse  un  produit  de  forme 
Tîm^  et  que  les  dimensions  des  variables  sont  les  mêmes  dans  une 
crémonienne  et  son  inverse. 
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Il  convient  tout  d'abord  d'approfondir  l'étude  faite  dans  le  premier 
Mémoire  sur  les  éléments  fondamentaux  de  ^  et  de  u. 

25.  Les  éléments  fondamentaux  de  ^  adhèrent,  comme  on  sait, 
à  w,  û,  A  ou  %i, 

A  ^  x'^  —  x.^x,,         5lç=  A  —  K.-xl  =  o. 

Lemme  1.  —  /  un  élément  fondamental  (w,  ;/),  ^  /a/V  corres- 
pondre tous  /?«  co  éléments  adhérents  à  A. 

(Considérons  P^^,  =  o,  en  désignant,  d'une  façon  générale,  par  P^^, 
PJ  ,  P^,„  . . .  =  o  les  primordiales  puncto-ponctuelle,  linéo-ponctuelle, 
puncto-linéairc,  etc.,  d'une  crémonienne  .s.  On  a  (premier  Mémoire) 

P^^,=/(.r,  v)  =  AB-K=R^  =  o, 

L'élément  {y,  v)  —  ^[(x,  u)]  est,  en  général,  comme  on  sait,  l'élé- 
ment autre  que  le  focal,  adhérent  aux  deux  coniques 

/(,r,  y)  =  o         et         2é  ^^^''       ôx,       =  " 
avec 

V  Uidxi=  o. 

Si  (x,  u)  =  (w,  u),  la  conique  /(x,y^  =  o  s'évanouit  et  la  co- 
nique 

se  réduit  à 

BdA  =  o, 

puisque  .r,  =  j:^  =  o.  Comme  ii^Q,  par  hypothèse,  f/A  ^  o  et 
]}  =  o  ^y]  —  )':.)':i  =  o.  Par  suite,  à  un  élément(co,  u)  correspondent 
tous  les  oo  éléments  adhérents  à  A.  c.  q.  f.  d. 
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Lemme  II.  —   A  un  élément  fondamental   (.r,  Q)   ^  fait  corres- 
pondre tous  les  cléments  en  nombre  3C  adhérents  à  la  conique  21^. 

lieprenons  les  deux  coniques  précédeiiles 

AB  _  K=  R-  =  o, 

d\.ïi  —  iK-\\d\{  =  o 
avec 

^  «,  dxi  =  ^  Xi  dui  =  o. 

Si  (x,  u)  =  (x,  O),  u,=x.^  =  Uj  =  dx.,  =  o,  et  alors  les  deux  co- 
niques se  réduisent  à 

x; (B  —  VJyi )  =  o,         2.r,  dx,  (B  -  K^  j;  )  =  o. 

LY'lcinent  {y,  v)  est  donc  l'un  quelconque  des  oc  éléments  adhérents 

i'  2lt.  C.  Q.  F.  D. 

Lemme  III.  —  A  un  élément  fondamental  (x\  u  )  adhérent  à  A, 
ï.fait  correspondre  les  -x.  éléments  adhérents  à  la  droite  oj-r. 

Nos  deux  coniques  précédentes 

AB  -  K^  R-  =  o         et         d\ . B  -  2  K^  R  r/R  =  o 

se  réduisent,  puisque  A  =  d\  =  o,  à 

R-=.o,  Rrm  =  o; 

{y,  p)  est  l'un  quelconque  des  ce  éléments  adhérents  à  la  droite  co.r. 

R^^^J'i  —  x,yn=o.  c.  n.  F.  II. 

Lkmme  l\  .  —  A  un  élément  fondamental  [x,  u  )  adhérent  à  51:, 
^  fait  correspondre  les  ce  éléments  adhérents  au  point  de  coordon- 
nées x.,^  o,  IX,  de  O. 
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Considérons  la  conique 

ri,  =  B'Jiç  -  K^m"''  =  F(x,  (')  =  o, 

B'=  f^  —  4(^2^'37         %  =  x.,v,-{- ix,Vj. 

L'élément  (y,  v)  sera  Félément  aulro  que  le  focal  adhérent  à  la  fois 
au\  deux  coniques 

(1)  V(x,  v)  =  B'5l|-  K=m==  o 
et 

(2)  F(x  +  dx,  P)  ^  B'd^i-  aK^H^m  =  o, 

V  Ui  dxj  =  V  Xj  dui  =  o. 

Si  {X,  II)  adhère  à  Jlj,  51^=  ^31?=  o,  les  coniques  (  i)  el  (2)  se  ré- 
duisent à 

îl=  =  o  et  tlr/l!l  =  o. 

i',  satisfait  seulement  à 

U  =  ^2  Vf  -h  2X,  r,  —  o  ; 

(  y,  v)  est  Fun  (juelconque  des  ce  éléments  adhérents  au  point  de  coor- 
données 

Xn,     o,     2.r, 
silué  siu'  Q. 

24.  Passons  à  l'étude  des  éléments  fondamentaux  de  t:  qui  adhèrent, 
comme  on  sait,  à  w,  Q,,  A  et  31^^  A  —  K-x,  ^  o. 

Lemme  I.  —  A  un  élément  /onda/ncn/a(  ((.0,  it)  ou  (x,  O),  -fait 
correspondre  tous  les  oc  éléments  adhérents  respectivement  à  A 
ou  à  %^. 

Ce  lemme  se  démontre  comme  les  Icrnmes  I  et  II  du  n"  25. 

Lemme  IL   —   A  un  élément  fondamental  (x,  u  )  ailhérent  à  A, 
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r.  Jait  correspondre  tous  les  oc  éléments  adhérents  à  la  droite  issue 
de  co,  qui  a  pour  coordonnées  x,,  x.,  et  o. 

Soit  la  conique 

/(£,7)  =  P;,  =  AB-K=ir=o, 

Il  =  x,y,  -+-  x.,y.,. 

L'élément  (y,  v)  doit  adhérer  à  la  fois  à 

/(x,y)  =  o  el  à         /(x  -+-  dx,  y)  =  », 

c'est-à-dire 

(i)  AB-K=R'^=<.         et         f/AB- 2KMUm=3  0. 

Si  (x,  u)  adhère  à  A,  on  a 

A  ==  ^A  =  o  ; 
les  deux  coniques  (i  )  ont  en  commun  la  droite 

R  =  x,y,  +  x_.^y-2  =  o-  c.  Q.  h.  u. 

Lemme  III.  —  A  un  éléi/ienl  fondamental  (x,  u)  adhérent  k  ^^^^ 
~  fait  correspondre  tous  les  co  éléments  adliérents  au  point  situé 
sur  O  qui  a  pour  coordonnées  x, ,  o  et  —  2X0. 

(  Considérons  la  conique 

F(x,  (■  )  =  P;,  =  B  ,31^-t-  K=  R-  =  o, 

B'  =  p';  —  4  i-.,  (•., ,         lî  =  .x- ,  i' ,  —  2  X.,  1-3 . 

L'élément  (y,  c)  adhère  aux  deux  coniques 

(i)  F(.r,  ('~)=:o  et  ¥  (x  -+-  dx,  t')  —  o. 

Si  (.r,  u)  adhère  à  -31^,  ^-^^^  f/Jl„=  o,  les  deux  coniques  (i  )  ont  en 
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commun  le  point 

til  =  X,  c,  —  2ic.,  r.|  =  o, 

situé  sur  ù  et  de  coordonnées  .r,,  o  et  —  23:2.  c.  q.  f.  d. 

Nous  pouvons  aborder  maintenant  l'étude  des  produits 

HmH,     ~ni^,     -mr^. 

25.  I^EMME.  —  Soit  a  une  conique,  Vordre  et  la  classe  des 
courbes  i[aj  et  ^^[a]  sont  huit. 

(Cherchons,  par  exemple,  l'équation  de  ?[a]  en  coordonnées 
]X)inls  ::,,  en  posant 

«  =  2  ^aijX,x,j  =  o. 
'■      /' 

Si  le  point  :;  de  coordonnées  ;;,  est  sur  ^[«],  c'est  qu'il  a  un  adhé- 
rent commun  avec  ^[«];  donc  les  coniques  ^[«]  et  a  ont  un  adliérenl 
commun,  c'est-à-dire  sont  tangentes;  l'équation  de  ^[a]  en  coordon- 
nées-points r,  est  donc  le  tactinvariant  des  deux  coniques  a  et 

^z]  =  r%  =  A(x)B(z)  -  K^(,r,r.  -  .r,  z,Y  =  o; 

de  ce  tactinvariant  A(û)  pourra  se  séparer,  d'ailleurs,  un  certain 
nombre  de  fois  le  facteur  B  (s);  car,  si  B  =  o,  ^[s]  est  une  droite  double, 
tangente  à  une  courbe  quelconque  et,  en  particulier,  à  a.  Le  tactinva- 
riant cherché  est  le  discriminant  de  la  forme  cubique  binaire  en  >., ,  X^, 
déterminant  de  la  conique 

A,ç|  ;]  -\-\.^a  —  o. 

On  trouve,  en  faisant  le  calcul,  que  le  tactinvariant  A(z)  est  d'ordre 
huit  en  ::,  après  départ  du  facteur  B-,  ce  qui  était  prévu.  L'ordre  de 
^[aj  est  donc  huit. 

(^.herchons  l'équation  de^[a]  en  coordonnées-lignes  tv,.  Un  voit, 
connue  plus  haut,  qu'il  faut  chercher  le  tactinvariant  des  deux  co- 
niques a  et  (voir  n"  23,  lemme  IV  ) 

?[,v]  =  B'(a')^.(,r)  -  KnV  =  P^,=  o, 
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OÙ 

^  =  Xo  «;,  +  2x-|  w^. 

Il  pourra  encore  se  séparer  du  résultat  le  facteur 

B'(iv)  =  u'j  —  liw.,w^ 

une  OU  plusieurs  fois,  car,  si  B'  =  o,  ^[w]  se  réduit  à  une  droite  doiiMe 
et  est  tangente  à  a,  comme  à  toute  autre  courbe  du  plan.  Nous  cher- 
cherons encore  le  discriminant  o(w)  de  la  forme  binaire  cubique  en  X,, 
Xo  déterminant  de  la  conique 

A,  H  [d'J  -I-  X^a  =  o, 

et  nous  trouverons  par  un  calcul  aisé  que,  après  départ  prévu  du  fac- 
teur B'%  les  ir,  figurent  dans  o(«')  à  la  dimension  huit. 

Raisonnant  de  même  façon  que  pour  H,  sur  la  canonique  -,  on  achè- 
vera la  démonstration  du  lemme. 

26.  Supposons  cjue  la  conique  a  n'adhère  pas  au  focal  et  cpie 
Tordre  ou  la  classe  de  \\a\  soient  moindres  que  huit;  cela  exige  qu'il 

se  sépare  de  ?[a]  des  courbes  c,  c',  c", Je  dis  que  ces  courbes  ne 

peuvent  être  que  les  coniques  A  ou  51$,  des  droites  issues  de  w  ou  des 
points  situés  sur  Ci. 

Prenons,  par  exemple,  la  courbe  c,  (j,  t-')  un  de  ses  ao  adhérents  ; 
l'élément  ?[(/,  r)]  ne  peut  occuper  sur  a  qu'un  nombre  fini  de  posi- 
tions, tandis  que  (^,  p)  parcourt  toute  la  courbe  c.  Si,  en  elfct, 
\\{yi  '')]  occupe  sur  la  conique  a  un  nombre  ao  de  positions,  il  par- 
court toute  la  conique  a,  qui  est  indécomposable.  Soit  (a,-,  «)  un  adhé- 
rent de  a;  tandis  que  (iC,  u)  parcourt  a,  ^[(a;,^)]  devrait  parcourir  à 
la  fois  la  courbée  et  aussi  la  courbe  restante  de  H[a]  après  séparation 
de  la  courbée.  Cela  est  absurde,  puiscjuc  H[('j;,  «)]  est  unique. 

Ainsi  aux  ao  éléments  adhérents  à  c,  c',  e",  ...,  ^  fait  correspondre 
un  nombre  fini  d'éléments  adhérents  à  a.  Soit  {x,  u)  un  de  ces  élé- 
ments en  nombre  fini;  ^  fait  correspondre  à  (x,  a)  un  nombre  oc  d'élé- 
ments, adhérents  à  c,  ou  c',  ou  e",  ...;  (x,  u)  sera  donc  un  élément 
fondamental  de  ^,  c'est-à-dire  (23)  : 

Un  élément  (co,  u),  et  il  se  sépare  de   ^[a]    la  conique   A   (23, 
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lemme  I);  il  ne  peut  se  séparer  A-,  car  la  conique  a  ne  peut  passer 
qu'MHg  fois  par  co,  et  n'y  touche  pas  i2,  par  hypothèse; 

Un  élément  (a;,  £i),  et  il  se  sépare  de  ^[a]  la  conique  %i,  sans  qu'il 
puisse  se  séparer  %i  (23,  lemme  II),  car  a  ne  peut  toucher  Q.  i\\\une 
fois; 

Un  élément  adhérent  à  A,  et  il  se  sépare  de  \\a\  une  droite  d  issue 
de  co  (25,  lemme  III);  il  ne  peut  se  séparer  de  ?[«]  plus  de  deux  pa- 
reilles droites,  car  deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  adhé- 
rents communs,  sans  coïncider,  tandis  que  a  et  A  ne  coïncident  pas  ; 

Un  élément  adhérent  à  ^ç,  et  il  se  sépare  de  \  \a\  un  point  p  situé 
sur  Q  (25,  lemme  IV);  il  ne  peut  se  séparer  de  \\a\  plus  de  deux  pa- 
reils points,  car  les  deux  coniques  a  et  %i  ne  sauraient  avoir  plus  de 
deux  adhérents  communs  sans  coïncider. 

On  voit  ainsi  que  les  courbes  c,  c',  c"  ne  peuvent  être  que  A,  Jl^, 
des  droites  issues  de  o>,  des  points  situés  sur  Q. 

27.  Raisonnant  sur  -  comme  on  vient  de  le  faire  sur  ?,  et  faisant 
usage  des  lemmes  du  n°  24,  on  s'assure  aisément  des  propriétés  sui- 
vantes : 

Il  peut  se  séparer  de  -  \a\  : 

La  conique  A,  si  a  passe  par  co  ; 

La  conique  ^l^j  si  a  touche  ù; 

Une  ou  deux  droites  issues  de  co,  si  a  touche  une  ou  deux  fois  A  ; 

Lîn  ou  deux  points  situés  sur  i2,  si  a  touche  une  ou  deux  fois  5l_. 

28.  Théorème.  —  Si  la  conifjue  a  n'adhère  pas  au  focal,  ;|  a]  /te 
peut  cire  une  conique. 

Soit  Alx)  =  o  et  o\u)  =  o  les  équations  (26)  de  ?[a]  en  coordon- 
nées-lignes et  coordonnées-points.  Comme  a  ne  peut  à  la  fois  toucher 

Q,  et  passer  par  co,  il  ne  peut  se  séparer  au  plus  de  A\x)  que  le  facteur 
quadratique  A,  ou  JIp,  et  deux  facteurs  linéaires  en  x,,  x.^  si  a  touche 
deux  fois  A;  ;[«]  est  ainsi  d'ordre  quatre  au  moins  et  n'est  pas  une 
conique. 

On  démontrera  d'une  façon  identique  le  théorème  analogue  pour  tz. 
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29.   Théorème.  —  Pour  que  le  produit 


soit  quadratique ,  il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  tautofocale. 
Appelons  H  la  substilutioii,  quadralirpic  par  hypothèse, 

on  T.  ni-, 

cr. 


el  posons 


\mc^     ^m.T.,     T.iuc, 
a  =  C;,'"         ou 


La  canonique  ^,  ou  tî  suivant  le  cas,  doit  transformer  a  en  la  co- 
nique Cp  ;  cela  exige  (28)  que  a  adhère  au  focal;  mais  a  adhère  à 
m~'  f(w,  i2)]  et  771  doit  être  tautofocale. 

Il  faut  montrer  maintenant  que  ^  et  -  transforment  une  conique 
adhérente  au  focal  en  une  conique  possédant  la  même  propriété. 

Soit 

()  =  a  =  aa^a-^'s'*"^  +  '^i  i  •^ï  +  ^a,oX,x.^  +  a.,„x-, 

une  pareille  conique. 

Formons  (26)  le  tactinvariant  de  a  et  de  la  conique 

C^=  A(,r)B(£)-  K-(x-,5,-j^',£,)==  o. 

Ces  deux  coniques,  qui  se  touchent  déjà  au  focal,  doivent  se  toucher 
en  un  autre  point  encore. 

La  forme  quadraticjue  binaire  en  a:,,  x.^ 


2a.,3  a^^x\-\-  1a^.;^x^Xr,-\-  a...,x:, 

—  B     (B  —  K=r-)x-;  -1-  1z^z.Js^x^x.,—  K-:;';^;; 


donne,  égalée  à  zéro,  le  produit  des  deux  droites  cjui  joignent  eu  aux 
deux  points  d'intersection  de  a  et  de  C|.  Cette  forme  doit  être  carré 
parfait  et  son  discriminant  nul;  cela  exige 


(>)     o  = 


2«,3  «12 

-B     K=:;,; 


2a.3  a,, 

-B     B-K^:: 


-   B        -  K::? 
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équation  do  dimension  ]  en  r,;  mais,  pour  B  =  o,  (i)  est  idenlique- 
incnt  zéro, 

4  K" «i; 3  =";  :■'.  —  4  '^^ ' « ^ :i  '■',  '-l  ; 

api'ès  déparL  du  facteur  quadratique  B,  (i)  représente  une  conique 
adhérente  au  focal. 

La  démonstration  pour  -  est  la  même  que  pour  H. 


QUATRIEME  PARTIE. 

l'RODUITS    DE    CRÉJIONIENNE.S    ET    DE    CREMONIQUES. 

30.  .le  vais  étudier  le  produit  d'une  crémonienne  par  une  crémo- 
nique,  au  point  de  vue  des  dimensions  avec  lesquelles  les  variables 
figurent  dans  ce  produit.  Il  suffira  d'ailleurs  (11)  d'étudier  à  ce  point 
de  vue  les  trois  produits 

Z  =  '7m'C,     Ginxû,     '^"ipj 

m  =  linéaire, 

a  ^  z,      ç,      ^Hp,     pEcT,     —}\i^     ou     îôEcï. 

Lemme.  —  Le  produit  a  m'C,  ne  peut  être  quadratique,  c'csl-à-dire 
contenii-  les  variables  à  des  dimensions  au  plus  égales  à  deux. 

Posons  en  eiTel  a  =  Cj;'".  La  courbe  l[o]  sera  C^^'"';  1  ne  peut  être 
linéaire,  car 

et  une  crémonienne  serait  équivalente  à  une  crémonique;  lé  ne  peul 
être  une  crémonique,  car  la  crémonienne  <jm  serait  à  deux  compo- 
santes crémoniques,  dont  l'une  serait  "C,  ce  qui  est  absurde  (premier 
Mémoire).  2  est  ainsi  forcément  une  crémonienne  et  "([a]  une  co- 
nique. Cela  est  possible  seulement  si  a  passe  par  deux  des  trois  points 
fondamentaux  co,  oj',  a>"  de  'C,  et  i  est  l'une  des  deux  canoniques  pEcr 
et  GTEro( Préliminaires);  comme  les  trois  points  co,  w',  w"  jouent  dans  'Ç 
le  même  rôle,  je  puis,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  a 
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passe  par  w,  y  ayant  une  langenle  fixe,  et  par  w'.  L'équation  de  a 
sera 

o  =  a  ^  PJ,",'-  =  a^x^ik,  x,  +  k.,x.,)  -+-  a, ,  x'^  -j-  2ai.,x\  x.,, 

a,,  «II,  a,.,  =  formes  quadratiques  en  y,, 

/>,,     k..  =  const. 
11  viendra 

"C[a]  =  a^^x,  (/in-r,  -i-  k,  x.,)-^  a, ,  x.^x^f  -+-  a^^x,  x^  =  C,^. 

"([a]  passe  par  les  deux  points  fixes  w  et  co',  >^  est  donc  équivalenic 
à  l'une  des  deux  canoniques  pEcï  et  crErar  et  Ç\a\  doit  avoir  en  w  ou 
en  co'  une  tangente  fixe,  ce  qui  n'est  pas. 

Le  lenime  est  ainsi  démontré. 

5i.  Lemme.  —  Poui-  que  le  produit  IL  ^=  n mm  soii  quadratique, 
il  faut  et  il  suffit  que  ni  soit  lauto focale. 

'L  n'est  pas  linéaire,  car  la  crémonique  Dcî/n"'  serait  identique  à  la 
crémonienne  ct.  2  est  donc  crémonienne  ou  crémonique;  dans  l'un  et 
l'autre  cas  la  courbe  générale  de  l'un  au  moins  des  deux  réseaux  R^  et 
R^  est  une  conique  indécomposable.  Supposons,  par  exemple,  conique 
indécomposable 

posons 

a  =  C^"',  d'où         tTî[aJ  =  ^. 

Si  m  n'est  pas  tautofocale,  a  n'adhère  pas  au  focal;  m\a\  =  51  peut 
être  une  conique  seulement  si  a  passe  par  w  et  par  w';  cela  exige  qui' 
a  =  pErar  ou  crErar  et  a  a  en  w'  une  tangente  fixe.  Alors 

o  =  a  =  CJ,"'  =  Ppp'=  ia.,(k,x,  -h  /ij.rj)^;,  -+-a,|jc;-f-  -la^^x^x.;,, 

a.,,  rt,,,  a,  3=  formes  quadratiques  en  y,, 

A',,     A;i  =  const. 
n  vient 

Gî[a]  =  Jt  =  :ia.,x,(k,x,  -+-  A-jXj)^-  a,,x,x.,-h  là^^x.x^. 
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Jl  =  C~  passe  par  les  deux  points  fixes  co  et  eu',  ce  qui  exige  que  Z 
soit  é({uivalenle  à  Tune  des  trois  canoniques  cr,  oEct  ou  rnEcr  et  51 
doit  avoir  en  w  ou  en  w'  une  tangente  fixe;  cela  n'est  pas. 

Il  est  absurde  ainsi  de  supposer  m  non  lautofocale  ;  si  au  contraire  /;/ 
est  tautofocale,  a  adhère  au  focal  et  %  jouit  de  la  même  propriété  et 
est  une  conique. 

Le  lemmc  est  démontré. 

52.  Pour  fjue  le  produit  l  =  (7/;;p  soit  quadratique,  il  faut  et  il 
suffit  que  m  soit  tautofocale. 

(Conservons  les  notations  précédentes  (51);  21  =  ^\o,\  et-  "(^  pourra 
être  une  conique  que  si  a  adhère  au  focal,  et  la  démonstration  s'achève 
comme  pour  le  lemme  précédent. 

55.  Etudions  maintenant,  au  point  de  vue  des  dimensions  avec  les- 
quelles entrent  les  variables,  le  produit  de  deux  crémoniques.  II  suf- 
fira encore  (11)  d'étudier  les  produits 

m  =  linéaire,  n  ^^'C,     p     ou     îô. 

Si  m  est  monistique,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  Z  soit  quadratique, 
que  G771  ait  avec  '(,  p  ou  ra  suivant  le  cas  deux  points  fondamentaux 
communs.  Cela  résulte  de  mes  recherches  sur  les  groupes  quadratiques 
Cremona  (^Journal  de  Mathémaliques ,  i885). 

Si  m  est  dualistique,  la  conicjuc  Cf"  touchera  les  trois  droites 

/?z~'[co|,      m~'[a)'],      /«~'[to"|,  si  (7  =  1; 

adhérera  à  /»^'  [(  co.  O)]  et  touchera  la  droite 


adhérera  à  w~'  [(  co,  O)]  et  n'aura  aucun  point  et  aucune  tangente  fixes 
autres  que  m~'  [w]  et  m~'  [i2]. 

Il  résulte  de  là  que  iiiiL  n'est  jamais  quadratique  si  m  est  dualis- 
tique; dans  le  même  cas  a wnr  et  a??ip  ne  peuvent  être  cjuadratiques 
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(jiic  si  m.  csL  taulofocale.  Il  est  évident  aussi  que,  pour  lu  dualistiquc, 

55.   11  est  aussi  bien  aisé  de  voir  à  quelles  condilions  le  produit  de 
deux  crémoniennes  est  crcinoniquc  quadratique. 
Il  suffira  (11)  d'étudier  à  quelles  conditions  on  a 

(o)  <j'  mis  =  T, 

a-',  a  =:  une  des  six  canoniques  crémoniennes,  ~.  =  crénionique  quadra- 
tique. 

De  (o)  on  tire 

0-'  tn  =  Ta  ; 

posons  T  =  KT,,  p,  a,  p  =  linéaires,  -„  =  p  ou  ra  ou  '(. 

Le  produit  tct  étant  une  crémonienne  l' m,  i^^  'Q  (lemnie  du  n°  50) 
et  |3  est  tautofocale  (lemme  des  n""  51  et  52). 

C^7  adhère  au  focal  et  CJ^'"'  adhère  à  l'élément  m"'  [(co,  i2)J,  donc 

//^-'|(w,  £2)|  =  (to,  O) 

et  m  est  tautofocale,  donc  : 

Lemme.  —  Pour  que  le  produit  g' ma  soit  une  crètnoniquc  qua- 
dratique, 11)  doit  être  tautofocale. 

5i.   Il  est  inutile  d'examiner  le  produit  d'une  crénionique  par  une 
crémonienne.  En  effet,  la  discussion  se  ramène  (11)  à  celle  du  produit 


T  =  ç,  p,  CT,  T  =  une  des  six  crémoniennes  canoniques. 
Or 

(Tmo-)"'  =  am~''z 

et  on  est  ramené  aux  n"^  50  à  55;  m  doit  être  tautofocale,  t  ^  *(. 

Enfin  il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  quand  le 
produit  d'une  substitution  quadratique  crémonienne  ou  crémonique 
par  une  autre  substitution  quadratique  crémonienne  ou  crémonicpie 
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esl  linéaire.  Se  l'eportant  au  n"  1 1 ,  on  voit  qu'il  suffit  de  voir  ce  qui  se 
passe  quand  le  produit  l' mi  est  linéaire  et  =  A. 

a-',  G  =  une  des  six  canoniques  crémoniennes  ou  des  trois  canoniques 
crémoniques 

-Ç.      p,     t.; 
m  =  linéaire. 

On  voit  que  a-'  est  équivalent  à  3-;  A  et  m  sont  tautofocales. 


CINQUIÈME  PARTIE. 

CONSTRUCTION    DES    GROUPES    QU.VDR.VTIQUES    CRÉMONIENS; 
GROUPE    DIRECTEUR. 

55.  Nous  sommes  actuellement,  après  une  discussion  un  peu  méti- 
culeuse à  cause  du  grand  nombre  de  cas  à  examiner,  en  possession  de 
toutes  les  propositions  nécessaires  pour  procéder  à  la  construction 
d'un  fjroupe  quadraticjue  crémonien  G,  dérivé  de  crémoniennes 


«,     'l/ii-r,  u) 

a,     b,     c,     dSi, 


r      d  i' 


et  pouvant  contenir  par  suite  : 

I    '      <J   ,  [  o      I 

(I)  des  linéaires  monistiques  ou  dualistiques 

(  o      I    '  (    I      o 

(II)  des  crémoniques 


2       o    i  j    2        I     )  I     O        2    , 

t    2        ,     )'  (20)'  (12) 

(ITI)  des  crémoniennes  proprement  dites 


\  1     1  } 
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56.  Si  G  manque  de  crcinoniennos  et  de  crcmoniqucs,  il  est  riin 
des  groupes  linéaires  de  contact,  conslruils  par  moi  ailleurs  (Journal 
de  MathémaliqneS;  1887). 

Supposons  G  dépourvu  de  crémoniennes  et  soit  /  une  crémoniquc 
de  G. 

T  =  "C         CT,     OU     p;       a,  [3  =  linéaires. 

On  peut,  en  transformant  au  besoin  par  a  toutes  les  substituli(jns 
de  (i,  supposer  toujours  /  =  '1.,  puisque 

a"'  /a  =  T[ïa  :=  tA. 

Soit  maintenant  t'=a.'-J'^'  une  crémonique  de  G,  dislincte  ou  non 
de  /;  si  ji'  est  dualistique,  elle  doit  être  tautofocale  (55)  pour  (pie 
t' t  soit  quadratique.  Il  suffit  de  se  reportera  la  construction  dans  le 
premier  Mémoire  des  crémoniennes  à  deux  composantes  crémomqnes 

pour  voir  que 

/'/  =  a'T'|i-:A 

est  une  crémonienne  équivalente  à 

oHo,      pErar,      rarEp  ou  cjEct; 

or  G  est  dépourvu  de  crémoniennes  par  hypothèse,  et  {3'  ne  |)eul  être 
dualistique. 

Il  résulte  de  là  que  X',  a',  p',  ...  sont  monistiques.  Une  linéaire  / 
de  G  est  aussi  monistique,  car  on  aurait,  dans  le  cas  contraire,  dans  G, 
la  substitution 

et  [il7  est  dualistique. 

Les  substitutions  de  G  sont  donc  toutes  de  la  forme  a-rjii,  où  a, 
[i;  =  monistiques;  t  =  i,  p,  gî  ou  'Ç;  en  d'autres  termes,  G  est  l'un  des 
groupes  quadratiques  Cremona  déjà  construits  par  moi  ailleurs. 

57.  Si  G  est  pourvu  de  crémoniennes,  soit  (56)  C7A  Tune  d'elles, 
où  \  =  linéaire,  a  —  une  des  six  canoniques  crémoniennes. 

Juurn.  de  Math.  {\'  série),  lomc  IV.  —  Fasc.  IV,  iSSS.  ^8 
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I^EMME  I.  —  La  linéaire  K  est  laulo focale . 

Cela  esl  évident,  si  ((jAj- =  aAaÀ  est  crémoniennc  ou  créinoni(|ue, 
en  vertu  des  deuxième  et  troisième  Parties  et  de  (55  el  5i).  Su|)|)o- 
sons  (crX)*  linéaire  et  égal  à  A.  On  aura 

'fk  rTk  =  A         et         CTÂ  =  AX-  '  (7  =  S. 

Cj  adhère  au  focal,  puisque  1  ^  tA,  et,  par  suite,  A"' =  tautot'o- 
cale.  C^  adhère  au  focal,  puisque  il  =  AA""'  q  \  donc  \  est  tautofoeale. 
A  est  aussi  tautofoeale. 

Lemmp:  11.  —  Toute  linéaire  de  G  esl  tautofoeale. 

Soient  tX  la  crémonienne  de  G  considérée  plus  haut;  L  une  linéaire 
de  G.  La  crémonienne  c-XL  figurera  dans  G,  et  T^L  doit  être  tautofo- 
eale comme  )^,  ce  qui  exige  cjuc  L  soit  tautofoeale. 

Théorème.  —  Toute  substitution  de  G  doit  être  de  la  forme 

oii  y.  el  [3  désignent  des  linéaires  tautofocales,  et  t'  l'une  des  huit 
substitutions  canoniques 

cT,     p,     pHp     pEci,     roEp,     cjKgj,     -,     ^ 

ou  la  substitution  unité. 

Le  théorème  est  évident  si  s  est  linéaire.  Il  est  évident  aussi,  en 
vertu  di"  ce  qui  précède,  si  le  produit  srTk  et  -s"'  aX  est  crémonienne  ou 
crémonique.  Si  le  produit  sé\  est  une  linéaire  A,  on  aura 

siik  =  A  =^  ao-'jila-X, 
!j'[3  =  a-'AA-'cr. 

Raisonnant  comme  pour  le  lemme  précédent,  on  voit  que  ,3  est  tauto- 
foeale, ainsi  que  la  linéaire  a"' AX~'.  Comme  X  et  A  sont  tautofocales 
en  vertu  des  deux  lemmes  précédents,  a  est  aussi  tautofoeale. 
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11  est  évident  d'ailleurs  (50)  qu'aucune  crémonique  de  G  ne  peut 
être  équivalente  à  la  canonique  {^.  c.   q.   f.   h. 

Comme  les  six  canoniques  crémoniennes  s'obtiennent  (premier  Mé- 
moire) en  combinant  p  et  rar  avec  les  tautofocales  H,  E,  e,  k,  A',  comme 
une  tautofocalc  dualistique  est  le  produit  par  e  d'une  monistique  de  la 
forme  /  (15),  on  peut  formuler  ainsi  le  théorème  précédent  : 

58.  Théorème.  —  On  obtient  une  substitution  queb:.on(iuc  de  G 
en  combinant  comenablenient  ensemble  les  substitutions  p,  o,  e  avec 
des  monistiqucs  l  de  la  forme 


1  = 


59.  Posons 


x^ 


l,'t  -+-  l!fX.2 

1.2  X.j 

/,  /;  //,-!-/,  /;,  u.,  +  {  i:,  / ,'  —/,/,')  U., 


(o) 


r,  =  x.2U.,  —  XjU,, 
avec  la  relation  bien  connue 


V  u,.,; 


o, 


lacjuelle  indicpic  que  rélénicnl  (x,  n)  est  principal. 

Des  relations  (o)    on  lire  (a,  |3,  y  =  facteurs  de  proportionnalité) 
les  deux  systèmes  d'équations 


(0 


y-,  —  X,  ?/,, 
)':..,  =  x.,u,, 
)':■.  =  f\, 
yz,  =  x.,u. 


/l52 


(^) 


I 
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a.r,  = 

2-,-,, 

?«.= 

-^a  ^1, 

v.x.^  = 

2-i, 

P«.  =  - 

Z,Z.,:^Z^Z\, 

I3.X.,  =  — 


j  ~-  I   -■  2  -■  3  ->  i  1  l-"  "  3 


Os  équations  permettent  de  passer  sans  ambiguïté  aucune  do  l'élé- 
ment princi[)al  (x,  u)  aii  point  z,  de  coordonnées  Zj(j  =  i,  2,  j,  4) 
de  Tcspace,  et  réciproquement.  On  peut  appeler  r  point  affixe  de  l'élé- 
ment (.r,  u). 


40.    Un  calcul  simple  montre  (pie  l'on  a 

fi^|=f[sl=s=i;- 


J.'2«,-|-  2X1  U3 


'^L-lJ  '''L*"2"3J  "'■•2  «3  -V 


La  sul)stitution  p  éipiivaut  entre  les  cjnatre  variables  Zj,  en  vertu  des 
épaliiés  précédenti^s,  à  la  substitution  lincairr  qualei-nairc 


-■3  ~i 


(^n  verra,  de  la  nu''me  façon,  que  les  substitutions  m,  c,  /revienneul 
enlre  les  (jualre  variables  Zj  aux  substitutions  linéaires 


1'^ 


l\z,^IJ  ,z., 
IJ,z,-LKz, 

/,/,^,-  ij;,z,  +  ij,z,  +  {ij:^^-iij[)z, 

/,f..z.. 
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41.  Tout  groupe  G  dérive  de  p,  nr,  e,  /  est  évidemment  isomoiplie 
au  groupe  G',  dérivé  de  la  même  façon,  des  linéaires  quaternaires  p', 
—,\  (■>',  /'.  L'isomorphisme  est  d'ailleurs  lioloédriquc;  car,  si  une  substi- 
tution s'  de  G'  laisse  immobile  un  point  quelconque  z  de  l'espace,  la 
substilulion  s  de  G  laisse  immobile,  en  vertu  des  relations  (2)  du  n'^59. 
un  élément  principal  quelconque  (x,  u)  du  plan  et  s  =  i . 

Soil,  d'ailleurs,  une  substitution  s'  de  G', 


=i  y,"u--j 


(hJ  =  U    2,    l    ',), 


Oij^  constantes  de  déterminant  zi£  o.  [1  vient 

^..  I  il  1  _  Ti  f/ii-r,  i/3~a,,.i\ti,  +  «13 /'i  -+-  «n  j-,«3  _     \  ^\ 

.V  {^\    =    ^    =    "^■■^■"^^•■-    =  .vi  _^1, 

L-.J         T,  ana;,M3  +  ...  L'''2"iJ 

en  vertu  du  système  (  i)  du  n"  Ô9. 
Si  je  pose  donc 

T,=  fl,|  X,  «3  -+-  a,,.r2«,  -(-  a,,/',  -h  «,,.ro  i/^, 

on  voit  {|ue  s'  a  pour  correspondante,  dans  le  gT0U|)e  quailralicpie  cré- 
monien  G,  la  substitution 

■-^T.T, 
2T;.  i 

,     -T,T,-T,T, 

2T,T. 
^      _T,.To^T,T, 

lùiefTel,  des  relations  précédentes  on  tire 


.s-[.r.] 

T, 

4«,] 

T, 

4'-,]    , 

Ts 

.S[r,\ 

1\' 

4"d 

T,' 

A- [./•,//,,] 

T> 

et  il  suffît  de  résoudre  le  système  par  rapport  aux  s\xi\  et  s[i/j\  [)our 
apercevoir  la  forme  de  s. 

42.  Soit  s'  une  linéaire  quaternaire  quelconque  à  déterminant  ^  o; 
le  procédé  précédent  donne  toujours  naissance,  appliqué  sur  s',  à  une 
substitution  s  quadratique  par  rapport  aux  deux  séries  de  variables  x, 
et  II,,  mais  s,  qui  est  forcément  birationnelle  (car  il  suffît,  pour  avoir 
*~',  d'opérer  sur*'"'  au  lieu  d'opérer  surs'),  peut  n'être  pas  de  contact. 

]\n  effet,  s,  si  elle  est  de  contact,  n'altère  pas  l'équation 

/^  iiidxj^  o, 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  du  système  (2)  du  n°  59,  l'équation 

,.2z,z.d.(2z,z.,)-h(-:.,z.,-^:.,z,)d.{-2:.'i') 
(o)  +2zUl.(-  z,z,-z,z,) 

=  z.,  ilz,  —  z,  dz.,  +  ;.,  dz^  —  z.  dzj  =  o, 

après  départ  du  facteur  2:;^.  La  linéaire  quaternaire  .v'  ne  doit  donc  })as 
changer  l'équation  (o).  Cette  condition  de  coulact  est  d'ailleurs  la 
seule  à  laquelle  soit  astreinte  .s-';  car,  si  elle  est  remplie,  s,  qui  est  déjà 
quadratique  et  birationnelle,  devient  de  contact,  c'est-à-dire  crémo- 
nienne. 

Les  substitutions  p,  ra,  c,  /  sont  de  contact,  donc  p',  ra',  e' ,  /'  satis- 
fonl  à  la  condition  de  contact,  ce  dont  on  s'assure  facilement.  Va\ 
combinant  p',  m',  e',  l'  d'une  façon  quelconque,  on  trouve  um/ 
linéaire  s  satisfaisant  à  la  condition  de  contact,  et  -s  fait  partie  du 
jj;roupe  G  dérivé  de  p,  îtj,  e,  /.  ()\\  peut  donc  compléter  ainsi  l'énoncé 
du  n°  58. 

TitKORKME.  —  On  obtient  un  gfoiipe  quadratique  crémonien  (  î  en 
combinant  d'une  faço7i  quelconque  les  substitutions  0,  cr,  <>,  /. 

45.  Pour  que  G  soit  d'ordre  fini,  il  faut  et  il  suffit  évidennnent 
que  G'  soit  d'ordre  fini.  Je  suis  ainsi  ramené  à  la  conslruclion  des 
groupes  linéaires  quaternaires  d'ordre  fini,  dont  toutes  les  sujjslitu- 
tions  satisfont  à  la  condition  de  contact. 
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G'  est  le  groupe  directeur  de  G.  Nous  supposons  dorénavant  G' 
d'ordre  fini,  puisque  G  Fest  par  hypothèse.  Les  substitutions  de  G' 
seront  les  directrices  de  celles  de  G. 


SIXIEME  PARTIE. 

ÉTUDE    DANS    QUELQUES    CAS    PARTICULIERS    DU    GROUPE    DIRECTEUR. 

4i.  La  construction,  dans  le  cas  général,  du  groupe  directeur  G', 
relatif  à  un  groupe  quadratique  crémonien  d'ordre  fini  G,  présente  les 
difficultés  les  plus  grandes.  L'énumération  des  groupes  linéaires  qua- 
ternaires d'ordre  fini  n'a  pas  encore  été  faite.  M.  .lordan  {Journal  de 
Crelle,  t.  LXXXIY,  et  Mémoire  couronné  par  l'Académie  de  Naples, 
1880),  après  avoir  posé  les  principes  de  la  méthode,  ne  s'est  pas  en- 
gagé dans  une  interminable  discussion  arithmétique,  où  les  hypothèses 
à  examiner  successivement  se  présentaient  par  milliers.  Dans  le  cas 
particulier,  qui  nous  intéresse  seul,  l'équation  de  contact  allège  consi- 
dérablement la  discussion  qui,  néanmoins,  reste  encore  trop  fastidieuse 
pour  que  je  l'aborde,  au  moins  à  présent.  Je  me  bornerai  à  construire  G' 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

{zdz),j  =  z,dzj-Zjdz,      (^y  =  I,2, 3, 4), 

ré(|uation  de  contact  (  i2)  peut  s'écrire 

ç  =  (zdz),.,  -  {zdz).,,  =  o. 
Une  substitution  quadratique  birationnellc  de  la  forme 

•<     2T,T, 


[voir  (4-1)]  sera  crémoniennc  si  sa  directrice  s'  multiplie  e  par  un 
facteur  constant  (42). 

Au  lieu  de  construire  G,  nous  pouvons  construire  le  groupe;  /-'  (i/, 
t  étant  une  crémoniennc  ([uadralique,  puisque  cela  revient  à   (rans- 


456  L.    AUTONNE. 

tonner  par  la  substilution  /  tout  le  plan  des  éléments  [x,  u),  c'est- 
à-dire  à  elTcclucr  dans  ce  plan  un  changement  de  coordonnées  cur\  i- 
lii;nes,  lequel  n'altère  pas  les  propriétés  du  groupe  G.  Donc,  //  es/ 
/laite  de  Ir  ans  for  mer  le  groupe  linéaire  quaternaire  G'  par  une 
linéaire  quaternaire  quelconque  t\  laquelle  a  son  déterminant  ^  o 
et  multiplie  îi  par  un  facteur  constant. 

Passons  maintenant  à  la  discussion  des  cas  particuliers. 

4î>.  G'  est  dérivé  de  p\xû',  /'.  —  Les  substitutions  de  G  sont  des  sub- 
stitutions Cremona,  et  G  se  l'éduit  à  un  groupe  quadratique  Cremona 
du  troisième  type  (Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des 
Sciences,  27  août  t883  et  3  mars  i884;  Journal  de  Mathématiques, 
p.  436;  i885). 

i(>.  On  a,  dans  toutes  les  inonistiques  l,  les  constantes  l'^  et  /,, 
nulles  (m). 

Les  monisticjues  /  de  cette  nature  forment  évidemment  un  groupe. 
Une  substitution  quelconque  de  G'  est,  ainsi  qu'on  s'en  assure  sur  Ir 
champ,  de  la  forme 

j  ;:,      o,,r,  -ha,,;.  | 

_ 

,      b.,,z^^  b.,.,z. 


2  Co,z.,,^  c.,.,:-., 
j  d,,z,-hd,,:., 
,     d,,z,^d,,-, 

Appi^lons  Aie  couple  de  variables  z,  elr,,,  et,  de  même,  a  le  couple  ;;,, 
z..  Appelons  x,  3,  . . .  les  binaires 


1 1 


a 


l>,,\ 


-  2 1'  y 


/'21        '^^2-2, 

oii'ul  a  le  déterminant  de  a,  b  celui  de  [i,  etc. 
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Les  substitutions  .s'  et  l'  s'écriront  symboliquement 


A     o.\\\ 
et  l'on  vérifiera  sans  peine  que,  si  l'on  a 


il  vient  les  relations 


t,  =  \ 


\     a,|A| 

Ta] 


\ 
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(«>) 


l' a' . 


\ 

a  1  a  [  X 1 

V- 

?,P[[^-| 

\ 

a   '[Aj 

V- 

r\A 

\ 

i(Av-\ 

?■ 

2a  [  A 1 

/,/'  = 


t'-'s't 


\ 

Ti^^ll^l 

tj. 

^tI[^I 

\ 

^'[^] 

\>- 

Y-'f^] 

A 

o-'^ofAj 

\>- 

Y-aYf[x] 

a,  a  étant  le  produit  de  la  substitution  binaire  a,  par  la  binaire  a,  etc. 
De  ces  relations  résultent  immédiatement  les  trois  corollaires  : 

Corollaire  I.  —  Les  substitut  ions  de  la  forme  .«',  contenues 
dans  G',  forment  un  groupe  S'  contenu  dans  G'  et  permutable  à  ses 
substitutions. 

Corollaire  IL  —  G'  résulte  de  la  combinaison,  de  S'  avec  une 
seule  substitution  /„,  de  la  forme  ^',  et  contient  le  double  des  sub- 
stitutions s'  de  S'. 

Corollaire  IIL  —  Pour  que  G  soit  d'ordre  fini,  il  faut  et  il 
suffit  que  S' le  soit,  c'est-à-dire  qu'il  faut  et  il  suffît  que  chacun  des 
groupes  binaires  A,  dérivés  des  a  et  B,  dérivés  des  [3,  soit  d'ordre 
fini. 

Jouni.  de  Math.  (4«  série),  lume  IV.  —  Fasc.   IV,   iSSS.  Sg 
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Les  relations  (  o)  indiquent  aussi  que,  si 

on  a  entre  les  groupes  A  et  B 

o-'Bo  =  A,  7-'Ay  =  B. 

17.   Les  substitutions  s'  et  t'  chancjenl  respectivement  i?  (44)  en 

a{zdz),.,—  b(:.dz.),,     et     c(z  dz)^.,—  d(z  dz),.,; 

d'où,  puisque  S  ne  change  pas  (44), 

a  ^  h,  c  ^=  d, 

a  étant  le  déterminant  de  a,  .... 

On  peut  supposer,  sans  restreindre  la  généralité,  que  les  détermi- 
nants ob  de  s'  et  cd  de  t'  sont  égaux  à  l'unité;  donc 


et  enfin 


a-  =  Ir  ^=  \  ^  c-  ^  d' 
a=  b  ^  c  =  d  =  1, 


car,  si  b  ^  a  =  —  i  par  exemple,  il  suffirait  de  multiplier  s'  parla  sub- 
stitution 


(i''=i) 


tz,      i:..     iz,,     !z. 


Réciproquement  on  voit  sans  peine  que  loulc  linéaire  qualcriiaii-c 
de  la  forme  s' 

A      a„|A] 


avec  f/o  ^  /;„  :=  I 


est  la  directrice  d'une  quadi'atique  crémonicnnc  .y,,. 

Les  groupes  binaires  A  et  B  ne  diffèrent,  comme  on   vient   de  le 
voir,  que  par  le  choix  des  variables,  puisque 


0^'  Bo  =  A         et 


Ay  =  B. 
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Il  nous  est  licite  (44)  de  transformer  G'  par  la  substitution  .s'„  ci- 
dessus,  dont  nous  choisirons  les  coefficients  de  façon  à  faire  coïncider 

a„'Aa„     et     '^'^B^^ 

avec  un  même  groupe  P,  convenablement  choisi  parmi  les  groupes  li- 
néaires binaires  d'ordre  fini. 

Après   cette   transformation,   (j'  résultera   de   la  combinaison  du 
groupe  s'^'  S's„  =  1'  avec  la  substitution 


Le  groupe  Z'  dérivé  de 


A   r[u.\  I 


X     a  [A] 
u.     b[u.] 

sera  isomorphe  à  chacun  des  groupes 


A         A  I  A      a[Aj 

u.     b[a]  i  [J-         [J- 


et  se  composera  des  II-  substitutions  (Il  étant  Tordre  P) 

A     a[Aj  I 
u.     b[u.]  I 

obtenues  en  combinant  chacune  des  substitutions  a  de  P  avec  cliacunc 
des  substitutions  b  aussi  de  P. 

1'  est  permutable  à  s'~*  ï^s'  et  par  suite  P  est  permutable  à  F  et  à  A. 
La  transformation  de  P  par  F  équivaut  entre  les  substitutions  de  P  à 
une  certaine  substitution  ©  ;  si  (ô'"  =  i ,  F'"  sera  échangeable  à  toutes 
les  substitutions  de  P. 

Supposons  que  P  n'est  pas  un  faisceau  et  qu'il  est  le  plus  général 
possible,  c'est-à-dire  n'est  contenu  dans  aucun  autre  groupe  d'ordre  fini. 
Alors  F""  =  I  ;  le  groupe  dérivé  de  F  et  de  P  est  d'ordre  fini  et  coïncide 
avec  P,  puisque  P  est  général  :  donc  F  est  contenu  dans  P.  Le  raison- 
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nemenl  est  le  môme  pour  1.  Ainsi  la  substitution 

X     A- [A] 
[x     T-'lix] 

ligurera  dans  S'  et  la  substitution 


s..    /„-s„'ï„ 


A      [X 
u.     À 


se  combinera  à  Z'  pour  former  G';  il  suffira  même  de  combiner  €.„ 
avec  le  groupe 

A  a[Aj   I 

IX  IX      I 

Si  P  est  un  faisceau,  les  substitutions  de  L'  seront  de  la  forme 


A      a  [a]  z.,     cr'z., 

[X     '^[jx]  z,       hz, 

z,      b-'z, 
a,     h  =  racines  de  l'unité, 


et  celles  de  G'  non  contenues  dans  Z',  delà  forme 
A     a.Y[u]  I 

^  [î,srAj  I 


b,       G 
o      b] 

Toute  substitution  de  la  forme 


Y,     6  =  1      ou 


L'  = 


az,     a~' z.,     />j.|     b'z,, 
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est  la  directrice  de  la  monistique 

,      abxt 


L  = 


De  plus,  comme  on  a 


X'.ï         OXr, 


46 1 


et         e' 


on  voit  que  toute  substitution  de  G  s'obtient  en  combinant  des  monis- 
tiques  L  avec  la  dualistique  e  et  la  canonique  ci. 
En  résumé,  il  vient  : 

Théorème.   —  Si  G  est  dérwc  des  substitutions  c,  nj,  e  et 


1  = 


X.;,  L,  x.^ 

X^       f'^X^'t't.X^ 


on  a  constamment  l'  =  o  et  G  ne  contient  pas  de  crémoniennes,  mais 
seulement  des  crémoniques,  dérivées  de  cr ,  e,  L  ;  ou  bien  G  a  pour 
groupe  directeur  un  groupe  G'  obtenu  en  combinant 


avec  un  groupe 


Pn:-,+p, 
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Ir  groupe  li/iëaire  binaire 


clani  d'ordre  fini. 


48.  Si  («'  ne  contenait  pas  de  substitution  déplaçant  les  couples  X 
et  a,  G'  serait  formé  de  substitutions 

où  les  binaires  a  et  [i  formeraient  des  groupes  A  et  B  d'ordre  fini. 

49.  G'  est  dérivé  de  p',  c'  et  /'.  On  voit  sur-le-cliani|)  que  toute 
substitution  de  G'  est  de  la  forme 

(7o  ,  ^,  +   «22  -2  +  '^'21  ^! 
«3.-,   +    «:,2-2-|-   «33-:.  +  f/34=l 

a,,z, 

G   est  donc  isomorpbe  au  groupe  linéaire  ternaire  (j",  dérivé  des 

substitutions 

,      a^^z^  +  a^.,z..  +  a^.,z^ 

,     a.,,z^-\-  a.,,z,-h  a-.^Zj^ 
«1 1 -i 
Lctnnie.  —  Gi'  est  boloédriquement  isomorphe  à  G' 

Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Soit 


b,z,  +  b.,z.,+  b.iZ.j-h  b 
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une  substitution  de  G'  qui  correspond  à  la  substitution  unité  de  G"; 
ff'  transforme  e  en 

(zdz),,-b,(zch),,-  b,(:dz\,-~  b,(z.dz),.,; 

comme  p  ne  doit  pas  changer,  on  a 

b^  =  b.,  =  G,  b.^  =  i; 

mais  alors 


■b..z,. 


'b.z.. 


a-'  doit  être  d'ordre  fini  :  donc  6,,  =  o,  a'  =  i .  c.  q.  r.  d. 

Pour  que  G  soit  d'ordre  fini,  il  faut  et  il  suffit  par  suite  que  G"  soit 
d'ordre  fini.  Ainsi  G"  ne  diffère  que  par  le  choix  des  variables  de  l'un 
des  groupes  de  M.  Jordan  (voù^  l'onumération.  Journal  de  l'École 
Polyteclmiqiie,  \A^  Cahier,  p.  i34j-  D'ailleurs  G"  multiplie  simple- 
ment par  un  facteur  la  variable  r,,  ;  par  suite.  G"  appartient  au  premier 
type. 

50.  Lemme.  Dans  une  substitution 


^■>  P-2<  '-i-^  P-22~-i-^  P-2:'-: 

M  p..:'. 


iK  = 


on  peut,  quels  que  soient  les  coefficients  p,  détermine/-  les  coej'ji- 
cients  q^  de  façon  que  A'  n'altère  pas  l'équation  de  contact 


,'Jl'  cliansc  E  en 


e  ={zdz),.,-{zdz)^,  =  o. 


(zdz), 


P.,      P-22 


■(=-dz),.. 


Pn      P^ 
P2,        P2 


■i^dz),, 


P,-2         p. 
P22        P-2 


>hP^■X:■dz),,  -  q.,p,,{zdz).,,—  q.,p,,{zdz),.. 
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Il  suffit  donc  de  faire 

q.P:;=p,,p..,-p,,p,,, 
q.P::=Pr.P-2:-p<:P22, 
q,P::  =  P,,P,,~  P,2P-2,- 

Ce  système  définit  g,,  q.-,,  q^,  car /?,,, ^o. 

A'  est  la  directrice  d'une  crémonienne  quadratique  A.  Il  est  licite 
de  transformer  Gpar  cR,  c'est-à-dire  G'  par  A'.  Il  est  possible  alors  de 
disposer  des  coefficients  p  dans  A'  de  façon  à  ramener  G",  groupe 
linéaire  ternaire  d'ordre  fini  et  du  premier  type,  à  sa  forme  habi- 
tuelle 

.,     a.,,z,  -h  a.,.,:.> 


Alors  G'  est  de  la  forme 


l',:, 


a,,z,  -+-  a,,r, 

-  Ik^z.,  -h  b,,Z3  -h  b,,z_ 
a,,z.. 


Les  suljstilutions  de  G'  changent  G  en 

(a,, a.,.,  —  a,.,a.,,){zdz),., 

—  a.,,b,(zdz),,  —  a,,b,{zdz).,,  -  a.,.,b,(z dz)^.: 

donc  b,  =  b..  =  o,  et  nous  sommes  ramenés  à  un  cas  déjà  étudié  (  4G  à 
49). 
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Sur  les  composantes  des  accélérations  d'ordre  quelconque 
suivant  trois  directions  rectangulaires  'variables  ; 

Par  m.  Pu.  GILBERT. 


Ce  problème,  en  ce  qui  concerne  l'accélération  du  second  ordre  cl 
ses  projections  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormalc 
à  la  trajectoire,  a  été  traité  géométriquement  par  M.  Resal  (')  et  par 
M.  Schell  (-);  pour  les  accélérations  d'ordre  quelconque,  analytique- 
mcnt  par  Bouquet  (')  et  par  SomoiT  (').  La  méthode  facile  et  sûre 
que  nous  proposons  ici  s'applique  à  ce  problème  et  à  d'autres  plus 
généraux. 

1.  Considérons  un  point  mobile  M,  et  soit  M„  son  index  d'ordre 
quelconque  n  par  rapport  à  une  origine  fixe  O,  c'est-à-dire  que  le 
rayon  vecteur  OM„  représente  en  grandeur  et  en  direction  l'accélé- 
ration d'ordre  n,  /„,  du  point  INI. 


(')   Traité  de  Cinématique  pure,  p.  269. 
(-)   Théorie  der  Bewegung  und  Krdfte,  t.  I,  p.  544. 
(^)  Annales  de  l'École  Normale,^.  147;  1874. 

(*)  Mémoire  sur  les  accélérations  de  divers  ordres  {Mémoires  de  l'Académie 
de  Saint-Pétersbourg,  7''  série,  t.  VIII). 

Joarn.  de  Math.  (4'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  1888.  60 
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Soipiil 

().ryz  un  sysLcmc  d'axes  rectangulaires  mobile  suivant  une  loi  (juci- 

conque  autour  du  point  O; 
/j,  «y,  /•  les  composantes  de  la  rotation  do  ce  système  suivant  les  flirec- 

tions  Ox,  Oy,  O:., 
jnxi  jnyï  j nz  'cs  composautcs  dc  l'accclération  /„,  qui  sont  ^nx  même 

temps  les  coordonnées  de  JM„. 

La  vitesse  absolue  du  point  M„  représente,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, l'accélération  d'ordre  n  +  i  du  point  M;  or,  cette  vitesse  est  la 
résultante  de  la  vitesse  relative  de  ^I„  par  rapport  aux  axes  moljiles, 
et  de  sa  vitesse  (ïcntraincnicnl  duc  à  la  rotation  du  système  Oxyz 
autour  du  point  O.  Il  en  résulte  immédiatement  les  foi'inules  géné- 
rales 

,'       \  I       •  'lin  Y 

dj,,, 

i\m  servent  de  base  à  tout  ce  qui  suit. 

2.  Prenons  d'abord,  pour  la  direction  Ox,  celle  du  rayon  vecteur 
(JM  =  Il  du  point  mobile;  pour  O;  la  normale  à  la  surface  conique 
décrite  par  ce  rayon  vecteur,  élevée  du  côté  du  plan  tangent  veis  le<piel 
le  cône  tourne  sa  convexité;  pour  ()}' la  perpendiculaire  au  plan  ./;, 
menée  du  côté  où  la  rotation  de  i)z  vers  O./;  paraît  se  faire  degauclu-  à 
droite.  Si  nous  nommons  o)  la  vitesse  angulaire  du  rayon  u  autour 
de  O::,  prise  avec  le  signe  -i-  ou  le  signe  —  selon  qu'elle  est  dirigée  de 
gauebeà  droite  ou  de  droite  à  gaucbe  par  rapport  à  0-;  R  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  du  cône  normale  à  (3M  à  la  distance  i  du 
point  O,  ou  verra  sans  peine  (jue  l'on  a  ici 
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Les  formules  (i)  deviendront 


el  permettront  de  caleuler  de  proche  en  proche  les  composantes  cher- 
chées. En  effet,  pour  n  =  o,  y„  se  confond  avec  la  vitesse  du  pomt  M  ; 
on  a.  comme  on  sait, 

./ox=^'         ./o.v=w«;         ./».-  =  ": 

les  équations  (2)  donneront  les  composantes  de  Taceélération  y,  ou  y 
du  premier  ordre,  savoir 

d'u 
,     .  du  d(M  1    r/.w»- 

[      .     oj-  Il 

On  déduirait  de  celles-ci  les  composantes  y. ^,  y. ^,  y'.^  de  la  suraccé- 
lération, et  ainsi  de  suite.  Ces  formules  sont  commodes  lorsque  le  mo- 
bile reste  sur  une  surface  conique  donnée,  par  exemple,  sur  un  cône  di; 
révolution  dont  le  sommet  est  O  et  l'angle  d'.ouverture  2a;  on  a  alors 

R  =  tanga. 

Si  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  R  =  3d  ety^  est  nul. 

2.  Comme  deuxième  application,  cherchons  les  composantes  de 
l'accélération  y  „^.,  parallèlement  à  la  vitesse,  à  la  normale  principale  et 
à  la  binormale.  Prenant  respectivement,  dans  les  équations  (1),  les 
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directions  Ox,  Oy  et  O:;  parallèles  à  ces  trois  directions,  nous  remar- 
querons que  l'intersection  de  deux  plans  osculateurs  inGnimcnt  voisins 
coïncide  avec  la  tangente  à  la  trajectoire,  en  sorte  que,  pour  amener  le 
Irièdre  Oxyz  dans  la  position  infiniment  voisine,  on  le  fera  tourner 

autoui'  de  Tarèle  Ox  d'un  angle  égal  à  l'angle  de  torsion  7=  et  autour 

de  l'arête  O^  d'un  angle  égal  à  Fangie  de  contingence  -7-  de  la  trajec- 
toire. On  aura  donc,  ç  étant  la  vitesse  de  M, 

P  =  T         'J  =  "'         '"^R' 
et  les  formules  (  r)  nous  donneront 

/  ,  \  ■  ^.i ny  '■      ■  1'      ■ 

Uy  '     Jn^l.y—    -^    +    ÏÏ'^"-^~    f  ■/"=' 

Ces  formules,  que  Somoff  a  obtenues  par  une  voie  beaucoup  moins 
simple,  serviront  à  passer  des  composantes  tangentielle,  normale  et 
binormale  de  l'accélération  y„  à  celles  de  raccélération  d'ordre  //  -1-  i . 
Si  l'on  part  de  //  =  o,y„  =  v,  on  a  évidemment 

yo^='^       yn,  =  0,       y„.  =  o: 

doù,  par  les  formules  (4). 

y..' =  ,77'      y'.v=R'      y.=  =  <'. 

ce  qui  donne  les  composantes  connues  de  l'accélération.  De  même,  on 
trouvera  pour  les  composantes  de  la  suraccélératiou 

■  —  :ii'  ^  _  i!!  ^ 

J->  ^    H   dt         R'  ds  ' 

■  _    '■' 
•/"  ~  RT' 
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Ce  sont  les  formules  dues  à  M.  Resal.  On  trouve  de  même,  en  faisant 

ds 
rt  =  2  dans  les  formules  (4)  et  observant  que  ^  =  f, 


d^i-        6r-  di'        Se'  ^R 
J"'"  W  ~~  W  dt  ~^   R'    ds' 

^^•  d-i-         3  f/i-        6i-  <^f  rfR 

^        /     .       1 

R^ 

■^'^  ~   R''^"'"R^^~R^^'*" 

-R^l/-^ 

jt 

6i'-  f/f         f'   /2  f/R    ,     I   ffr\ 
•^^-'  ~  HT  ^  ^  HT  \  R  rfF    '    T  ds  )' 

^-  _^  Pj  t/-R\ 
i^s-     '         dt-  1 


et  ainsi  de  suite.  Lorsqu'on  suppose  le  mouvement  uniforme,  ce  qu'on 
peut  toujours  faire  lorsqu'on  a  en  \Tie  les  applications  géométriques, 

j-,  -TTî  ■  •  •  s'annulent,  ce  qui  simplifie  beaucoup  ces  formules. 

5.  Comme  dernière  application  des  équations  (i),  supposons  le 
point  M  déterminé  par  un  système  de  coordonnées  cur\-ilignes  composé 
de  trois  groupes  de  surfaces  orthogonales,  caractérisés  par  les  para- 
mètres X,,  Xo,  X,,  et  cherchons  les  composantes  dey„^,  parallèlement 
aux  normales  M«,,  M/îo)  M^a  aux  trois  surfaces  qui  se  coupent  en  M, 
menées  dans  le  sens  où  les  paramètres  X,,  X,,  Xj  vont  en  croissant. 

Nous  désignerons  par  R^  le  rayon  de  courbure  de  la  section  princi- 
pale de  la  surface  X,  qui  est  tangente  à  la  direction  M  «a,  pris  avec  le 
signe  posilif  ou  négatif,  selon  qu'il  est  dirigé  dans  le  sens  où  X,  va  en 
décroissant  ou  en  croissant. 

Le  trièdre  0123  ayant  ses  arêtes  respectives  parallèles  aux  normales 
M«,,  M«j,  M «3,  pour  trouver  les  composantes  p,  q,  r  de  sa  rotation 
suivant  O  1 , 0  2,  O  3,  il  suffira  d'observer  :  i"  que  le  déplacement  infini- 
ment petit  du  point  M  dans  le  temps  dt  peut  être  regardé  comme  ré- 
sultant de  trois  déplacements  simultanés  ds,,  ds.,,  ds.^  suivant  les 
directions  Mw,,  M«j,  M/J,;  2"  que,  dans  chacun  d'eux,  par  exemple 
dans  le  déplacement  ds,,  en  vertu  du  théorème  de  Dupin,  la  normale 
à  la  surface  X.  reste  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  Xj,  et  la  normale 
à  la  surface  X3  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  ^X,.  Il  en  résulte  que  le 
déplacement  angulaire  du  trièdre  ^ln,n.,n3  résulte  d'une  rotation  au- 
tour de  M/?,,  é^ale  à  —  f^,  et  d'une  rotation  autour  de  Mw.,  égale  à 
^      °  R,i 
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1^  '  eu  éyard  à  la  convention  sur  le  signe  de  R,^  et  à  la  disposition  des 

arêtes  M/<,,  Mn.,,  ]M«.,.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  deux 
autres  mouvements  ds^,  ds,  du  point  M,  désignant  par  r,,  (.,,  c,  les 
vitesses  du  point  M  parallèles  aux  directions  Ol,  02,  03,  on  aura 
évidenuncnl,  pour  les  valeurs  cherchées  de p,  q,  r, 


et  les  formules  (i)  nous  donneront,  pour  les  composantes  cherchées  de 
Faccélération  /„+i , 

Pour  II  =  o,  y„| ,  jnii  jni  se  réduisent  respectivement  aux  vitesses  r, , 
i.,  l'i,  et  Fou  obtient  les  composantes  de  l'accélération  y,  ou  y  du  pre- 
iiiii'i  oi'dre,  données  par  Lamé,  mais  j>ar  une  voie  beaucoup  plus 
longue. 


(  (■)  ) 


On  eu  déduirait,  en  faisant /?  =  i  dans  les  équations  (5),  les  com- 
posantes de  Faccélération  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut,  dans  les  équations  (5),  introduire  au  lieu  des  vitesses  r  et 
des  rayons  R  les  paramètres  des  surfaces  orthogonales,  en  désignant 
par  A|,  //^,  A3  les  paramètres  différcnlicls  du  premier  ordre  défmis 


/    ;       '^'^  ^  , 

(  '•' 

«■3  \ 

/e. 

l'i 

•/'=  777  +  1 

fc 

-ïï;;)'-^- 

(ïï;; 

R.M 

jV.=  $+l 

Ihî; 

-Ê)- 

(Ê 

~  HÎ: 

(ê 

-ky^- 

(ê 
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par  léquatioii 


On  a  les  rolalions  connues  (') 


dSi  = 


l'i 


R,A 


cl  de  simples  siibslilutions  donneront 


(7) 


Jn. 


.In. 


Jn^>..> 


dt 


dt 


du. 
dt 


//(,    ôh,  dl,         h,  dhi  dl,\  . 
\7îl  dTt  ~di       '  Tif  dïi  ^/•'"- 
f  hi_  dh^  d\  _  h^  dhi  dli\  . 
\li\jK[~dr~  li\  WT,  WJJ"'" 

( li^  dlh  dl,  _  Jh  d]h  d]^\  ■ 
\hl  dl,    dt         h\  ÙH    dt  jJ"" 
n^  d/ii  dl,  _  fi^  dh,  cD^\  . 

\ii\  w,  w  "  hi  dï^  irjJ"" 

//j,  âki  dli        /j,  d/i3  «?).3\  . 
\J^ 'dï,  W  ^  7P,  dh  "dtjJ"' 

/ia  dh,  c/À.,        Il,  d/i3  (f  X,\  . 

Â|  dï^  Ift         Â|  dX7  UT )J"-' 


l'ouï'  n  =  o,  on  relrouverail  les  formules  de  Guiraudel  (-)  et 
Lamé  ('' ). 

4.  ?Sous  appliquerons  les  formules  (6)  au  système  de  coordonnées 
sphériques  composé  des  sphères  de  rayon  >•,  des  cônes  de  révolution 
dont  l'ouverture  est  2O,  et  des  plans  passant  par  l'axe  des  cônes  et  fai- 
sant un  angle  '\i  avec  un  plan  fixe.  Attribuant  l'indice  i  aux  sphères, 
iindice  2  aux  cônes,  lindice  3  aux  plans,  on  trouvera  ici,  par  des  con- 


(  '  )  Lajié,  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  p.  5 1 . 
{-)  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Lille,  i865. 
(')   Leçons  sur  les  coordonnées  cunilignes. 


472  PH.    GILBERT. 

sidéi'ations  géométriques  directes, 

ds,  =  di%         ds^  =  /•  f/0,         dsj  -—  r  sin 0  rfvp, 
ce  ([ui  donnera  les  valeurs  de  i', ,  Po,  t'a;  puis 


I     I  1     I  I     


/•tange'  R3,        "' 


Substituant  dans  les  équations  (5),  on  trouvera 


dL,.        .M        .      .    ,  M 


/  o  \  ;     •  à/\i,  .     df)  .  f^di/ 

(«)  y«-.'^  =  ITT  +A.^-7n.>cose^, 

f      •  (lin'\i  ■        ■     r,  dà  .  f,  d'h 

Pour  «  =  o,  on  a 


dr  .  f/0  .  .     .dà 

,/,„=(V=^,        ./„o  =  /-^'        ./„,=  /-sniO^, 


■'^        dt-  dt'  dt' 

d'Ii  dr  di)  .    ,.         ,,  rfi'^ 

\J"  =  '-dï^^^~dJd't-'-'''''^'''''^^dF' 

I     ■  ■    hd'^'^  ■    i\  dr  d'il  ,,  dfi  dii 

/i,~  rsinQ-—  + '2sinQ-r- -r -i- arcosB-r -j^, 
\  ■'■  dt-  dt   dt  dt   dt 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  de  Guiraudet  et  Lamé.  De  même, 
on  trouverait,  pour  les  composantes  sphériques  de  la  suraccélération, 
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Cil  faisant  //  =  i  dans  les  formules  (8)  et  réduisant, 


Mi 


.  f/0    d 


-,    .    r^  dii''-  (Y./'sinO         .,       .    ., „fM  d-^ 


,/,o  =  r 


d  (dr  rfO\ 


dt  \dl   dt) 


(lo) 


^<3 


i/'sinO  cosO-77  -ri  —r-r~ 
dl    dt-  dl^ 


3  COS  0 


d'\r  d  .r  sinO 

^'       TFi. 


3  S  (-«.,. 


dt^  / 


,rf|» 


rsinO^ 
dr 


f,  ^//-  r/0  rf'J.         .,       •    A  «f<î/  rfft- 


Les  formules  se  compliquent  rapidement.  Lorsque,  dans  les  équa- 
tions (8),  on  suppose  '\i  constamment  égal  à  zéro,  on  obtient  les  for- 
mules données  par  M.  Laisant  (').  L'application  aux  coordonnées 
elliptiques  ne  souffre  aucune  difficulté,  mais  elle  ne  nous  a  pas  paru 
conduire  à  des  résultats  spécialement  intéressants. 

(')  i\onK-i'llcs  Annales  de  Matliématiijiies.  p.  -49G;  18-S. 
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